OTEVRENE A UZAVRENE MNOZINY, VNITREK, UZAVER, HRANICE

1. Necht z € R™ ar > 0. Oznaéme A = B(x,r) a B ={y € R" : p(x,y) < r}. Ukaite, Ze A je
oteviend a B uzaviena. Urcete vnitfek, uzavér a hranici obou mnozin.
2. Necht A ¢ R". Ukazte, ze

A={z cR": (Vr > 0)(B(z,r)NA#0D)}.

Z toho odvodte rovnosti

A=int AUH(A), H(A)=A\intA.

3. Necht A ¢ R". Ukazte, ze plati:

(i) H(A) = HR"\ A), (i) int A = R" \ R\ 4, (iii) A = R" \ int(R" \ A).

4. Pro néasledujici podmnoziny R zjistéte, zda jsou oteviené nebo uzaviené, a urcete jejich vnitiek,
uzavér a hranici:

(a) N, (b) {1 :n €N}, (c) Q, (d) (—o0,0)U{z € Q: x>0},

5. Nacrtnéte nasledujici podmnoziny R?, zjistéte, zda jsou oteviené nebo uzaviené, a uréete jejich
vnittek, uzavér a hranici:

(a) A={[z,y] : 2 >0,y >0}, (b) B={[x,y]:y <sinz},

(¢) C={[z.y]: (@ +y*)1 2" —y*) <0}, (d) D= {[w,y]: (2® +y*)(1 —2® —y*) <O}

6. Necht G C R" je oteviena mnozina a f : G — R je funkce spojitd na G. Ukazte, Ze pro kazdé
c € R jsou mnoziny

{x e G: f(x) > c}, {xeG: f(x) <c}

oteviené v R™.
7. Necht FF C R" je uzaviend mnozina a f : FF — R je funkce spojitd na F'. Ukazte, ze pro kazdé
c € R jsou mnoziny

{xeF:f(xw)=ch, A{xzeF:f(x)<c}

uzaviené v R".

PARCIALNI DERIVACE

8. Pro nasledujici funkce urcete jejich defini¢ni obor a spoctéte parcialni derivace prvniho rfadu
podle vsech proménnych ve vsech bodech, kde existuji:

ayz¥, b)zW) o) Va2 4y d) Vad +y8,

e) vy, f)ly—2*, g ly—=2°, h)[y*—27, i) z-[y.
EXTREMY — ELEMENTARNI METODY

9. Najdéte supremum a infimum funkce f na mnoziné M a zjistéte, zda f téchto hodnot nabyva:
flr,y) =2 =20 + 2y +y, M = {[x,y] : 2| + |y| < 3};

f(zy) =a® +ay, M = {[z,y] : 2* + 3 < 4};
fz,y)
f

M = R?;
(z,y) = ﬁgﬁ M ={[z,y] 1z >0,y > 0}.

r—y
$2+y2+17




EXTREMY — POUZITI VETY O MULTIPLIKATORECH

10. Najdéte supremum a infimum funkce f na mnoziné M a zjistéte, zda f téchto hodnot nabyva:
) f(z,y,2) =5, M ={[z,y,2] :2® + (y =3)° +2° < Ly+ 2 < 4

(a

(b) flz,y,2) = 2?4+ 3y> + 2%, M = {[z,y, 2] : 2* + y* = 2%, 2y > 1};
(¢) f(z,y,2) =yz, M ={[z,y,2] 1 2? + 22 < 4,22 +y? < 1}

) f(z,y,2) =2y +2, M ={[z,y,2] : 2® + y* = 2,zyz > 1,2 > 0}.

APLIKACE VETY O IMPLICITNICH FUNKCICH

11. Ukazte, Ze uvedend rovnice urc¢uje v jistém okoli bodu [xg, yo] implicitné zadanou funkci y =
f(x). Spoctéte f'(xg) a f"”(x¢) a napiste rovnici tecny ke grafu funkce f v bodé xg:
2

(8) 29 = o, [vo,00] = [2,4];  (b) arctg(y — z) + arctg L = T, [0, yo] = [1, 1];

2 .
(c) z%e¥ =ye®, [xo,y0] = [1,1];  (d) sin(ay) + cos(z +y) + 1 =0, [0, 0] = [, 0];
(e) e(%_l) + ew—yZ = 2, [x07y0] = [17 1]
12. Ukazte, ze uvedend rovnice uréuje v jistém okoli bodu [zg, yo, 20| implicitné zadanou funkci
z = f(x,y). NapiSte rovnici teéné roviny ke grafu funkce f v bodé [z¢, yo].
(a) xyz + Zmy = 2yzm, [x07y0720] = [17 17 1]5
(b) €Y + e¥* + e®* = ™% [z, Yo, 20] = [0, 2, 0].
13. Dokazte, Ze existuji funkce y = y(z) a z = z(x) t¥idy C* na okoli bodu 0, které spliuji
y(0) = z(0) = —1 a vztahy

rz

b6ryz —x — 2y — 3z =5, e =yz.

Spoctéte y'(0), 2'(0),y”(0) a 2’(0).
POCITANI S MATICEMI

14. Urcete hodnost nésledujicich matic (v zavislosti na parametru):
-3 2 1 2 =8

1 9 3 7 1 ;2?;‘ ;;zi; 2 24|z a2
10 11 10 9 20 |, , .t 2 x
9 2 7 9 19 9 10 =z z+1 11 2 3 4 1 9 9
4 0 2 0 9 y y+1 15 16 5 6 5 1 1
15. Najdéte inverzni matice k nasledujicim maticim (v zavislosti na parametru)
-7 2 -9 -2 1 -1 0 14 1 2 11
14 —4 18 0 10 2 4 28 1 2 2 2
12 -4 16 0 |’ o o0 o0 7) 2 2 2 2
9 -2 15 2 7T 4 4 Tz 1 2 21
16. Spoctéte determinanty:
1 1111 -1 3 3 1 7 1 2 3 4 5
21 1 2 3 1 4 4 -6 1 10 9 8 7 6
3 5 4 1 2 2 1 -1 1 1] 1 2 1 6 7
2 2 2 3 7 1 -2 -1 1 -6 12 3 4 5 8
8 8 8 0 2 9 1 2 2 1 12 12 11 10 9



RESENI SOUSTAV LINEARNICH ROVNIC

17. Najdéte vSechna feSeni soustavy Ax = b pro uvedenou matici A a uvedené tti vektory pravych
stran by, by a bg, kde

1 2 3 4 5 6
A=(7 8 9|, bi=[100], bo=[11], by=|[12
13 14 15 16 12 16

18. Najdéte vSechna FeSeni soustavy Ax = b pro uvedenou matici A a uvedené dva vektory pravych
stran by a by, kde

1 1
6 7
bl: 5 ) b2: 4
3 4
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oo wrR
NCREN QNG
Yo NS, Qe
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, b , . sy w ,
19. Pro kterda b = (bi ) ma soustava Ax = b feSeni? Najdéte vSechna feseni pro uvedeny vektor
ba

pravych stran.
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VYSETROVANI KONVERGENCE RAD

20. Pro néasledujici rady urcete, zda konverguji absolutné, konverguji neabsolutné ¢i diverguji.

X (n 1.(2n L(=7)" s n)! as n (n n
(a) 2_31( BRGS0 2 Gy (©) X ()"

n=1

S . (nZ) [e%e] e 00
(d) 2 (1 — sin %) , (e ngl(\/ni’) +n—+vn3-1), (f) ngl m, (2) n§2 n21_1 log %,
o0 . . O . . o0 _1 "
(h) nglnsm (1 — Cos %), (i) ngl log (n sin %), () ngl log cos (\/ﬁ) ,

(9 3 (D" PFEEEEL, () 3 (1" (- cos(VaZ 7~ Va? + 1)),

n=1

> ()" (VP - V=), () E (DN (o)
>

(—1)"arctgn - arctg +,

i

(="
n—4-cos

2 .
n=1 v/ n+4




