I.1 Meromorfni funkce

Definice. Nechf G C C je neprazdné oteviend mnozina.

(i) Symbolem H (G) budeme znacit mnozinu vSech komplexnich funkei holomorfnich
na G.
(ii) Funkce f : G — C se nazyva meromorfni, jestlize je spojitd na G a existuje
mnozina M C G, ktera je izolovand v G (tj. nema v G hromadny bod), takova,
ze [ je holomorfni na G \ M.
(iii) Mnozinu vSech funkci meromorfnich na G zna¢ime M (G).

Poznamka. V bodech vyjimeéné mnoziny M z definice ma meromorfni funkce nejvyse
pol (tj. bud pdl nebo odstranitelnou singularitu).
Véticka 1.  Necht G C C je neprazdné oteviena mnoZina a f,g € M(G).
e Existuje pravé jedna u € M(G) takova, ze rovnost u(z) = f(z) + g(z) plati pro
vSechna z € G s vyjimkou bodii néjaké mnoziny izolované v G.
e Existuje pravé jedna v € M(G) takova, zZe rovnost v(z) = f(z) - g(z) plati pro
vSechna z € G s vyjimkou bodii néjaké mnoziny izolované v G.
e Existuje pravé jedna w € M(G) takovd, ze rovnost w(z) = f'(z) plati pro
vSechna z € G s vyjimkou bodii néjaké mnoziny izolované v G.

Poznamka. Funkci u nazyvame souttem funkci f,g € M(G) a piSeme u = f + g.
Funkci v nazyvame sou€inem funkci f,g € M(G) a pisSeme u = f - g = fg. Analogicky
definujeme nasobek meromorfni funkce komplexnim ¢islem a rozdil dvou meromorfnich
funkci. Funkci w nazyvame derivaci funkce f € M(G) a piSeme w = f’. Analogicky
definujem druhou derivaci i vyssi derivace.

Véta 2 (o jednoznac¢nosti).  Necht G C C je oblast, f,g € M(G) jsou takové, Ze
mnozina
{zeG:f(z) =9(2)}

neni izolovana v G. Pak f = g.

Véticka 3. Necht G C C je neprazdna oblast a f,g € M(G), pficem# g neni
konstantni nulova funkce. Pak existuje pravé jedna w € M(G) takova, Ze rovnost

w(z) = g Ej; plati pro vSechna z € G s vyjimkou bodiu néjaké mnoziny izolované v G.

Tuto funkci w nazyvame podilem funkci f a g, piSeme w = %.

Dusledek. Je-li G C C neprazdné oblast, pak M(G) s vySe uvedenymi operacemi
sc¢itani a nasobeni je komutativni téleso.

Véticka 4.  Funkce meromorifni na C je funkce racionalni.



Véta 5 (princip argumentu pro meromorfni funkce).  Necht G C C je oblast, T cykl
takovy, ze (I') C G a pro kazdé a € C\ G je indr a = 0. Necht f € M(G) na (I') nabyva
jen kone¢nych nenulovych hodnot. Je-li a € G kofenem funkce f, oznacme N¢(a) jeho
nasobnost. Ma-li funkce f v bodé a € G pdl, oznacme Py (a) jeho nasobnost. Pak plati:

. . 1 ! 1
Z N¢(a) -indra — Z P¢(a) -indra = 3 /FJ% = %Ap log f.

a€G, f(a)=0 a€G, f(a)=00

Véta 6 (Rouchéova véta). Necht G C C je oblast, I cykl takovy, ze (I') C G a pro
kazdé a € C\ G je indra = 0. Necht f,g € M(G) spliuji pro kazdé z € (I')

£ (2) = g(2)| < [f(2)].

Pak (pfi znaceni z Véty 5)

Z N¢(a) -indra — Z P¢(a) -indra =

a€G, f(a)=0 a€G, f(a)=o0
= Z Ngy(a) -indra — Z P,(a) - indr a.
a€G,g(a)=0 a€G,g(a)=00

Vé&ta7. Nechta € C, R >0, f je holomorfni na P(a, R) a ma v bodé a pdl ndsobnosti
p € N. Pak existuje r € (0, R) a M > 0 tak, Ze pro kazdé w € C, |w| > M, f nabyva
hodnoty w v pravé p ruznych bodech z P(a,r).

Dussledek. Necht G C C je oteviend. Je-li f € M(G) prosta na G, pak f ma v G
nejvyse jeden pol, a to nasobnosti 1.

Véta 8. Necht G C C je neprazdna oteviena mnozina a K C G je kompaktni
mnozina. Pak existuje cykl I', pro ktery plati
(i) (I Cc G\ K,
(ii) indr z =1 pro z € K,
(iii) indprz =0 pro z € C\ G.
(iv) Index vzhledem k I' nabyva jen hodnot 0 nebo 1.

Poznamka. Necht G, K a I jsou jako ve Vété 8. Pak pro kazdou f € H(G) plati
f(z):i/ f(w) dw, z e K.
2 Jpw — 2
Véta 9 (Rouchéova véta). Necht K C C je kompaktni mnozina a € = Int K. Necht
f, g jsou spojité funkce definované na K s hodnotami v C, které jsou meromorfni na ).
Predpokladejme, ze pro kazdé z € OK plati |f(z) — g(2)| < |f(2)| Pak (pfi znaceni z
Véty 5)

Y Ni@— Y Pla= ), N@- )Y Pya)

a€Q, f(a)=0 a€, f(a)=00 a€,g(a)=0 a€N,g(a)=00



