I.2 Celé funkce a funkce meromorfni na C

Lemma 10. Necht A je neprazdna mnozina a (u.,,) posloupnost omezenych
komplexnich funkci definovanych na A takové, ze fada y - | |u,(2)| kon-
verguje stejnomérné na mnoziné A. Pron € N a z € A oznacme

fa(z) = [T +u(2) = @+ w(2) - (L +u2(2) - (14 un(2))-

=1

Pak plati:

(a) Funkce f,, konverguji stejnomérné na A k néjaké funkci f. (PiSeme

f(2) =TI (1 +u(2)).)

(b) Pro kazdou permutaci (n;) prirozenych cisel plati
&) =TI +u ). zea
j=1

(c) Je-li f(z9) = 0 pro néjaké zy € A, pak existuje n € N, pro které
Un(20) = —1.

Znaceni. Pro z € C polozme
50(2) =1- z,

E(2) = (1— 2)exp 24 2 oot 20 meN
m — — X JR— R , .
P 2 m

Lemma 11. Prom € NU{0} a |2| <1 plati |1 — &,(2)] < |21

Véta 12 (Weierstrassova véta o faktorizaci). Necht k € NU {0}, (z;)
je posloupnost komplexnich cisel, z; # 0 pro j € N a z; — oco. Polozme

s zZ
f(Z) Iijl;[lgj_l(Z—j), z € C.

Pak uvedeny nekonec¢ny soucin konverguje lokalné stejnomérné na C, f
je cela funkce, ktera ma v nule kofen nasobnosti k (pokud k = 0, neni 0
korenem) a zj, j € N, jsou vsechny jeji nenulové kofeny, pficemz nasob-
nost korenu w € C\ {0} je rovna poctu vyskytua cisla w v posloupnosti
(25)-

Navic, kazda cela funkce s tymiz koreny vcetné nasobnosti je tvaru
f(2)-e"?) | kde L je celd funkce.

Dusledek. Kazda funkce meromorfni na C je podilem dvou celych
funkci.



Véta 13 (Mittag-Leffler). Necht (z;) je prosta posloupnost kom-
plexnich cisel splnujici

0= ‘Zo| < |Zl‘ < ‘22| < |23‘ <...

a zj — oo; Ho,Hy,Hs,... jsou polynomy spliujici H;(0) = 0 pro j €
N U {0}. Pak existuji polynomy Py, P, ... takové, Ze polozime-li

f( +Z Z—Zj PJ(Z>>7

Jj=1

pak uvedena rada konverguje v nasledujicim smyslu: Pro kazdé R > 0
tato fada, z niz vynechame ty cleny, pro které je |z;| < R, konverguje
stejnomérné na U (0, R). Vysledna funkce f je meromorfni na C, je holo-
morfni na C\ {z; : j € NU {0}} hlavni ¢ast Laurentova rozvoje v
prstencovém okoli bodu z; je H; ( ) (pro j € NU{0}).

Véta 14 (Cauchyova metoda).  Necht f je meromorfni na C, pély ma
pravé v bodech z;, j € N, kde (z;) je prosta posloupnost spliujici z; — 00
a

0 <|z1] < o2 < o3| <.,

pfiéemé hlavni c¢ast Laurentova rozvoje v prstencovém okoli bodu z; je
H;(- = ), kde H; je polynom (pro j € N). Predpokladejme dale, Ze
existuji posloupnosti kladnych d¢isel (R,) a (¢,,), C > 0 a A € NU {0}
tak, ze plati

e R, — o0, e, —0;

o [f(2)] < enl2**! pro |z = Ry
Pak plati

YA I 1 .
f2) = 22 lim B (Hi(— Zj)—Pj(Z))a z€ C\{z:j € N},
k=0 |zj|<Rn

kde P; je soucet prvnich A + 1 ¢lenti Taylorova rozvoje funkce H ](i)
v okoli bodu 0.

Poznamka. Analogie Véty 10, jejiho disledku a Véty 11 plati pro libo-
volnou vlastni otevienou podmnozinu C.



