I1.1 Algebra holomorfnich funkci — zakladni vlastnosti

Pripomenuti: Je-li G C C oteviend, zna¢i H(G) mnozinu vSech holo-
morfnich funkci na G. Dale necht C(G) zna¢i mnozinu vSech komplexnich
spojitych funkci na G.

Poznamka: H(G) je algebra (s obvyklymi operacemi), je-li G oblast, je
H(G) navic obor integrity.

Definice. Necht (f,) je posloupnost funkci z C(G). Rekneme, Ze f,
konverguje k funkci f v prostoru C(G) (piSeme f,, — f v C(G)), jestlize
funkce f, konverguji k f lokalné stejnomérné na mnoziné G. Pokud jsou
uvazované v funkce v H(G), tikame, ze f, — f v H(G).

Véticka 1.  Necht G C C je oteviena mnozZina.
(i) Pokud f,, —» fag, — g vC(G)aa, — aaf,— pvC, pak

Oénfn + ﬁngn - Oéf + 69 \4 C(G)
(ii) Pokud f, — f a g, — g v C(G), pak fngn — fg v C(G).

Lemma 2. Necht G C C je neprazdna oteviena mnozina. Pak ex-
istuje posloupnost neprazdnych kompaktnich mnozin (K,)%° ; spliujici

podminky:

(i) G = Uff:l K,
(ii) K, CInt K1 pron € N,
(iii) Pro kazdou kompaktni K C G existuje takovén € N, ze K C K,,.
(iv) Kazda komponenta mnoziny C\ K,, obsahuje néjakou komponentu
mnoziny C \ G.

Poznamka. Podminka (i) je disledkem podminky (iii). Podminka (iii)
plyne z podminek (i) a (ii).

Definice. Necht G C C je neprizdna oteviena mnozina a (K,) je posloup-
nost kompaktnich mnozin z Lemmatu 2.

e Je-li K C G kompaktni, oznacme

pr(f) =sup{|f(2)]: z € K}, feC(G).

e Je-li n € N, ozna¢me ¢, = pgk, .
e Pro f,g € C(G) polozme

p(f.9) = 3 5 min{Lou(f — o)}



Véticka 3.  Necht G C C je neprazdna oteviena mnozina.

(a) ¢k je pseudonorma na C(G) pro kazdou K C G kompaktni.

(b) p je metrika na C(G).

(c) Necht (f,) je posloupnost funkci v C(G) a f € C(G). Pak plati:
fn— fvC(G) < px(fn—f) — 0 pro kazdou K C G kompaktni

(d) Metricky prostor (C(G),p) je separabilni a uplny. H(G) je jeho
uzavieny podprostor.

Poznamky.

(1) Je-li G neprazdna oteviena mnozina, budeme vzdy uvazovat né-
jakou pevnou posloupnost (K,,) spliujici podminky z Lemmatu 2
a C(G) i H(G) budeme vzdy uvazovat s metrikou p.

(2) (C(G),p) je linedrni metricky prostor, tj. metrika p je invariantni
vUéi posunuti a operace jsou spojité (Véticka 1(i)). Navic existuje
baze okoli 0 tvorend konvexnimi mnozinami, je to tedy lokalné
konvexni prostor. Totéz plati pro podprostor (H(G), p).

(3) Pokud (K) je jina posloupnost spliiujici podminky z Lemmatu 2,
pak ji pfislu$na metrika p’ je ekvivalentni p.

Definice. Necht G C C je neprazdna oteviena mnozina a M C C(G).
Rekneme, ze M je omezena v C(G), jestlize pro kazdou U C C(G), které
je okolim 0, existuje A > 0, pro které M C A\U.

Pokud M je omezend v C(G) a navic M C H(G), fikdme, ze M je
omezend v H(G).

Poznamka. M C C(G) je omezend v C(G) < funkce z M jsou stejné
omezené na kazdé z mnozin K,, < funkce z M jsou lokalné stejné omezené
(tj. kazdy bod z G ma okoli, na kterém jsou stejné omezené)

Véta 4 (Stieltjes-Osgood). Necht G C C je neprazdna oteviena
mnozina a (f,) je posloupnost lokalné stejné omezenych funkci z H(G)
(tj. posloupnost (f,) je omezena v H(G)). Pak existuje vybrana posloup-
nost (fn, ), ktera konverguje v H(G).

Dusledek. Podmnozina M C H(G) je kompaktni, pravé kdyz je uza-
viend a omezena v H(G).

Poznamka. Pro prostor C'(G) Véta 4 ani jeji disledek neplati.



