IV.1 Konformni zobrazeni a konformni ekvivalence

Definice.
e Pro z € C\ {0} oznacme A(z) = =.

||
e Necht f : U(a,R) — C,kdea € Car > 0. Rekneme, 7e zobrazeni
f zachovava dhly v bodé a, pokud pro kazdé t € R existuje vlastni
limita
o(t) = lim A(f(a+re) - f(a))

r—04

a pro kazda t;,ts € R plati

v(t;) e

v(ty) itz

Poznamka. Zobrazeni f zachovava uhly v bodé a, praveé kdyz pro kazdé
t € R existuje vlastni limita

T A(f(a+re) = f(a))e™,

a jejl hodnota nezavisi na t.
Véticka 1.  Necht f je komplexni funkce definovana na U (a, R).
(i) Jestlize f'(a) existuje a je rizna od 0, pak f zachovava thly v
bode¢ a. 3
(ii) Jestlize f zachovava tihly v bodé a a funkce f(x,y) = (Re f(x +
iy),Im f(z + iy)) ma v bodé (Rea,Ima) nenulovy totalni difer-
encial, pak existuje f'(a) (a je riizna od 0).
(iii) Je-li f holomorfni v bodé a a f'(a) =0, pak f nezachovava thly
v bodé a.

Definice. Necht G C C je oteviend. Rekneme, Ze zobrazeni f : G — C
je konformni na G, je-li meromorfni a prosté.

Poznamky.

(1) Je-li f konformni na G, a € GNC a f(a) € C, pak f'(a) # 0.

(2) Je-li f konformni na G, pak mé nejvyse jeden pdl, a ten je nasob-
nosti 1.

(3) Je-li G C C oteviena, f € H(G) spliujici f/'(z) # 0 pro vSechna
z € G, pak f je na G lokalné konformni, tj. konformni v néjakém
okoli kazdého bodu.



(4) Je-li f konformni na G, pak zachovava thly v kazdém bodé G:
Je-lia € C a f(a) € C, pak je zachovavani thli definovano vyse.
V ostatnich pripadech je definice analogicka, s tim Ze:

(a) je-lia e Ca f(a) = 00, pak v(t) = 74lir(r)1+ m;

(b) je-lia =o00a f(a) € C, pak v(t) = lim A(f(re=™)— f(o0));

(c) je-lia=o00a f(a) = oo, pak pak v(t) = rli)ngo m

Véticka 2. f je konformni na C, pravé kdyz na C plati f(z) = ‘;jis,
kde a,b,c,d € C splnuji ad — bc # 0.
Véticka 3.  Je-li f konformni na C, pak Ize konformné rozsiiit na C,

a ma tedy tvar z Véticky 2.

Dusledek. Je-li f: C — C konformni, pak f(z) = az + b pro néjaka
a,beC, a#0.

Lemma 4 (Schwarzovo).  Necht f je holomorfni na U(0,1) spliujici
f(0)=0a|f(z2)] <1 pro vSechna z € U(0,1). Pak plati

e |f(2)| <|z| pro kazdé z € U(0,1),

o [0 <T.
Jestlize navic bud |f'(0)| = 1 nebo alespon pro jedno z € P(0,1) plati
|f(2)| = |z|, pak existuje takové a € C, |a| = 1, ze f(z) = az pro vSechna
2z e U(0,1).

Véta 5 (Riemannova).  Necht G & C je oblast, pro kterou C\ G je
souvisla. Pak existuje konformni zobrazeni G na U(0,1).

Definice. Oblasti G1,Go C C se nazyvaji konformné ekvivalentni, jestlize
existuje konformni zobrazeni G na Gs.

Poznamka. Z Véty 4 plyne, Ze kazdé dvé oblasti G1,G2 & C se sou-
vislym doplitkem v C (ekvivalentné, jednoduse souvislé) jsou konformné
ekvivalentni.

Véta 6. Mezikruzi P(al,rl,Rl) a P(CLQ,?“Q,RQ) (kde a; € (C, 0 <
r; < R; < 400 pro j = 1,2) jsou konformné ekvivalentni, prave kdyz
R _ Ry

1 ro

Poznamka. 7 Dukazu Véty 6 plyne nasledujici tvrzeni:

Necht 1 < R < +oo. Pak kazdé konformni zobrazeni mezikruzi
U(0,1, R) na sebe je bud tvaru f(z) = «z, kde |a] = 1, nebo tvaru
f(z) =2 kde |a| = 1.



