1.3 Hardyho prostory na jednotkovém disku

Definice. Necht Q2 C C je oteviena a u : 0 — [—00, +00) funkce. Funkce u se nazjva
subharmonicka, jestlize je shora polospojitda a navic pro kazdé a € 2 a R > 0 takové,
Ul(a, R) C Q, plati

u(a) < %/ u(a + Re'™) dt,

™ —T

pricemz integral vpravo neni roven —oo.

Véta 13.  Necht Q C C je oblast a f € H(Q)) neni konstantni nulova funkce. Pak
funkce log | f], log™ |f| a |f|P (p € (0,+00)) jsou subharmonické na Q.

Poznamka: V piedchozi vété klademe log0 = —occ a log’ t = (logt)* = max{logt, 0}
pro t € [0, 00).

Véta 14.  Necht 2 C C je oteviend a u je funkce subharmonickéd na ). Necht a €

a R > 0 je takové, ze U(a, R) C Q. Necht h je funkce spojita na U(a, R) a harmonicka
na U(a, R). Pokud plati u < h na kruznici |z — a| = R, pak u < h na U(a, R).

Znaceni:
e D=U(0,1)={z€C:|z| <1}
Pro f € H(D) a r € [0,1) oznacme:
1 [7 ~
o Mo(f.r)=exp (2— / log™ | f(re”)] de)
™

—Tr

7T 1/p
e byt = (5 [ 1 a0) 0 <p<o0)
o My (f,r)= sup ‘f(rew)‘
oe|—mn,m)

Véta 15. Necht f € H(D) a p € [0,00]. Pak funkce
T Mp(f, T)

je neklesajici na [0, 1).
Definice.
e Pro f € H(D) a p € [0, 00| ozna¢me

| fll, = sup My(f,r)= lim My(f,r).
refo,1) r—1-

e Pro p € (0, 00] ozna¢me
H? = {f € HD) : || fllp < oo}

e Dale oznac¢me
N={feHD):|fllo< oo}

Poznamka. Pro 0 < s < p < oo plati H? C H®* C N.
Véta 16.  Prop € [1,00] je (H?,| - ||,) Banachuv prostor.



Véta 17.  Necht f € H(D) spliuje

oo
= E anz", z € D.
n=0

Pak plati:
1F15 =" lanl>.
n=0

Pokud navic f € H?, pak plati:
(1) Pro skoro vSechna t € [0,27) existuje limita f*(e™) = 111{1 f(ret).
r—1—
(2) f* € L*(T) ‘ ‘
(3) Pron € Z necht @, (e") = e, t € [—m,m). Pak (pn)nez je ortonormalni béze
L?(T) a vyjadreni f* viici této bazi je

(@)
fr=>_ angn
n=0

(4) 1_1>r{1 = [7_|f(e™) — f(re)| dt = 0.
(5) f=P[f"]

(6) Necht ~ je kladné orientovana jednotkova kruznice. Pak
1 *
)= / fow) dw, z € D.
2mi ), w—z

Dusledek. H? je Hilbertiiv prostor a zobrazeni f — f* je izometrie H? na uzavieny
podprostor L?(T) generovany funkcemi ¢,,, n > 0. (Tento podprostor je tvoien vSemi
g € L*(T), jejichz koeficienty u ¢,, n < 0, ve vyjadfeni vii¢i ortonormalni bazi ,,
n € Z jsou nulové, tj. pro které plati g(n) =0 pron < 0.)

Véta 18.  Necht p € [1,00) a f € HP. Pak pro skoro vSechna t € [0,2m) existuje
limita f*(e') = rl_l)I{l f(re®). Navic plati:

(1) f* e LP(T)

2) I IIp— ||f||p )
1 it _
(3) rl_l)I{l ") = fre®)P dt = 0.
(4) f [ ]
(5) N cht v je kladné orientovana jednotkova kruznice. Pak

1 *
):—,/f(w)dw, z € D.
2 N W= 2

Véta 19. Necht f € H(D) ap € [1,00]. Pak f € HP, pravé kdyz existuje g € LP(T)
takova, ze g(n) = 0 pro vSechnan < 0 a f = PJg].



