I1.1 Analytické pokracovani

Definice. Analytickym elementem rozumime uspotradanou dvojici (f, D), kde
D C C je otevieny kruh a f je funkce holomorfni na D. Stfedem elementu
(f, D) rozumime stfed kruhu D.

Poznamka. Nékdy se analyticky element definuje jinym zpisobem — jako
dvojice (f, D), kde D je otevieny kruh, f € H(D) a pfitom D je kruhem
konvergence Taylorovy fady funkce f (se stfedem ve stfedu kruhu D); nebo
jako dvojice (f,z), kde z € C a f je funkce holomorfni na néjakém okoli bodu
z. Vsechny tri pristupy jsou ekvivalentni, ale nasledné definice a tvrzeni je
tfeba formulovat jinak. Budeme se drzet vyse uvedené definice.

Definice.

e Analyticky element (fs, D2) se nazyvéa piimym pokraovanim elementu
(f1,D1), pokud D; N Dy # () a pro kazdé z € D; N Dy plati
fi1(z) = f2(z). Pokud navic maji kruhy D; a Dy tyz stfed, fikdme, Ze
elementy (f1,D1) a (f2, D2) jsou stejné.

e Necht Q C C je oblast. Analyticky element (f, D) se nazyva analytickym
pokracovanim elementu (fo, Dg) v oblasti 2, pokud existuji analytické
elementy (f1,D1),...,(fn,Dn) takové, ze plati

o D=Dyaf=fn,

o (fx,Dg) je pfimym pokracovanim (fx_1,Dr_1) pro kazdé
ke{l,...,n},

o Dy C Q pro kazdé k € {0,...,n}.

Poznamky:

(1) Dva elementy jsou stejné, pokud jde o tytéz elementy v nékterém z al-
ternativnich pohledi zminénych vyse. Tato terminologie je trochu
zavadéjici, ale budeme ji nekolikrat potiebovat.

(2) Relace ,byt pfimym pokracovanim® je symetrickd, ale nikoli tranzi-
tivni. Podrobné&ji: Necht (fa, D) je pfimym pokracovanim (f1, D1) a
(f3, D3) je pfimym pokracovanim (fy, D3). Pak mohou nastat nasle-
dujici pripady:

o Dy N D3 = 0. Pak (f3, D3) neni pfimym pokracovanim (f1, D1).
o I kdyz D1 N D3 # 0, (f3, D3) nemusi byt pfimym pokra¢ovanim
(f1,D1). Funkce f1 a f3 se totiz nemusi shodovat na Dy N Ds.

o Pokud Dy N Dy N D3 # 0, pak (f3, D3) je pfimym pokrac¢ovanim

(f1, D).

(3) Relace , byt analytickym pokracovanim v oblasti Q“ je ekvivalence.

Definice. Necht (fo, Dg) je analyticky element a ~ : [0,1] — C je spojita
kiivka, pficemz 7(0) je stied kruhu Dy. Necht 2 C C je oblast.

e Analyticky element (f, D) se nazyva analytickym pokracovanim ( fo, Dg)
podél ~ v oblasti 2, jestlize (1) je stfedem kruhu D a navic existuji
analytické elementy (f1, D1),...,(fn, Dyn) a déleni
0=s0<s1 <-- <8, =1Iintervalu [0, 1] tak, ze plati:



o D=Dyaf=fn,

o (fx,Dg) je pFimym pokradovanim (fx_1,Dk_1) pro kazdé
ke{l,...,n},

o Dy C Q pro kazdé k € {0,...,n},

o Y([sk, Sk+1]) C Dy pro kazdé k € {0,...,n — 1},

e Rikdme, 7e analyticky element (fy, Do) ma analytické pokracovani podél
v oblasti 2 (nebo také, Ze jej lze analyticky pokracovat podél v v oblasti €2),
jestlize existuje analyticky element (f, D), ktery je jeho analytickym
pokracovanim podél v v oblasti €.

Véta 1. Necht Q@ C C je oblast, (fo, Do) je analyticky element a
v : [0,1] — Q je spojita kiivka, piicemz ~y(0) je stfed kruhu Dy. Pak exi-
stuje nejvyse jedno analytické pokracovani (fo, Do) podél . Presnéji: Jsou-li
(f1,D1) a (f2, D2) dvé takova pokracovani, pak tyto dva elementy jsou stejné.

Definice. Analytickou funkci v oblasti {2 rozumime tfidu ekvivalence analytic-
kych elementd pri ekvivalenci ,,byt analytickym pokracovanim v oblasti 2.

Definice. Necht f je analyticka funkce v oblasti €.
e Definicnim oborem f rozumime sjednoceni vsech otevienych kruha D,
pro které existuje f € H(D) spliujici (f,D) € f. Defini¢ni obor f
budeme znacit dom(f).
e Necht a € dom(f). MnoZinou hodnot f v bodé a rozumime mnozinu

fla)={z€C:3(f,D)e f:ae D & f(a) = z}.

e Necht G C dom(f) je oblast. Vétvi f v mnoZiné G rozumime kazdou
analytickou funkci g v G, kterd je podmnozinou f.

Véta 2 (Poincaré-Volterra).  Necht f je analyticka funkce v oblasti ) a
a € dom(f). Pak existuje nejvySe spoc¢etné mnoho analytickych elementii
o stredu a, z nichz zadné dva nejsou stejné, a vsechny patii do f. Specialné,
mnozina f(a) je nejvyse spocetna.
Definice. Necht f je analytickd funkce v oblasti Q a p € NU {oo}.
e Necht a € dom(f). Rikdme, Ze f je p-zna€na v bod& a, jestlize existuje
praveé p elementti o stiedu a, které patii do f a zadné dva z nich nejsou
stejné (tj. existuje jich p a v ptipadé, Ze p € N, jich neexistuje p + 1).
e Rikame, Ze f je presn& p-znatna, pokud je p-znacni v kazdém bodé
a € dom(f).
e Rikame, 7e f je p-znatna, pokud
p =sup{q € NU {oo} : Ja € dom(f), f je g-zna¢né v bodé a}.
(1) 1-zna¢né funkce nazyvame jednoznacné.
Poznamka. Je-li f p-znacné v bodé a, pak mnozina f(a) mé nejvyse p prvki.
Mze mit méné nez p prvki.
Poznamka. V pripadé, ze Q = C, fikame misto ,,analytické pokracovani v C*
pouze analytické pokracovani. Podobné fikame jen analytické pokra€ovani podél ~
nebo analyticka funkce.



