I1.3 Néco malo o Riemannovych plochach

Definice. Riemannovou plochou rozumime souvislou holomorfni varietu
dimenze 1, tj. souvisly Hausdorffiv topologicky prostor X, na némz je
dan holomorfni atlas, tj. systém (Uy, @x)rea s vlastnostmi:

Pro kazdé X € A je Uy oteviena podmnozina prostoru X;

* Unea Ur = X;

pro kazdé A € A je v, homeomorfismus mnoziny U, na néjakou
otevienou podmnozinu C;

kdykoli A\,u € A jsou takové, ze Uy NU, # 0, pak zobrazeni
@, 0@y je holomorfni na mnozing ¢, (Uy NU,).

Dvojice (Uy, ¢x), které jsou prvky atlasu, se nazyvaji mapy.
Poznamky.

(1) Kazda oblast v C je Riemannova plocha. (Atlas obsahuje jedinou
mapu, prislusnd funkce je identita.)

(2) C je Riemannova plocha. Atlas tvofi napiiklad dvojice map
(C,z+ 2z) a (C\{0},z— 1)

(3) Otevienad souvisld podmnozina Riemannovy plochy je Rieman-
nova plocha (s prirozenym atlasem).

(4) Bez Gjmy na obecnosti lze predpokladat, Ze pro kazdou mapu
(U, ) je p(U) otevieny kruh.

Definice. Necht X a Y jsou Riemannovy plochy a €2 C X je oteviena
podmnozina.

e Zobrazeni f : 0 — C se nazyva holomorfni, pokud pro kazdou
mapu (U, ) spliiujici U C Q je f o ¢! holomorfni na ¢(U).

e Zobrazeni f : Q — Y se nazyva holomorfni, pokud je spojité a pro
kazdou mapu (U, ¢) na X a kazdou mapu (V,9) na Y je o fop~?!
holomorfni na o (UN f~1(V)) (pokud je tato mnoZina neprazdna).

e Zobrazeni f : Q — C se nazjvai meromorfni, pokud pro kazdou
mapu (U, ) spliiujici U C Q je f o ¢~! meromorfni na o(U).

Véta 7 (vlastnosti holomorfnich zobrazeni mezi Riemannovymi plochami).

(1) Necht X je Riemannova plocha a f, g jsou holomorfni zobrazeni
X do C. Pak funkce f + g a fg jsou také holomorfni. Pokud g
nenabyva nuly, je i funkce f/g holomorfni.

(2) Necht X,Y a Z jsou Riemannovy plochy, f: X - Y ag:Y — Z
jsou holomorfni zobrazeni. Pak je i zobrazeni g o f holomorfni.

(3) Necht X a Y jsou Riemannovy plochy. Necht f : X — Y a
g : X =Y jsou holomorfni. Pokud ma mnozina {x € X : f(z) =
g(z)} hromadny bod v X, pak f = g na X.

(4) Necht X je Riemannova plocha a f : X — C nekonstantni holo-
morfni zobrazeni. Pak |f| nenabyva na X lokalniho maxima.



Dusledek. Necht X je kompaktni Riemannova plocha. Pak kazda
holomorfni funkce f : X — C je konstantni.

Poznamky:

(1) Na kazdé Riemannové plose existuje nekonstantni meromorfni
funkce.

(2) Na kazdé nekompaktni Riemannové plose existuje nekonstantni
holomorfni funkce.

Riemannova plocha analytické funkce

Necht f je analytickd funkce v oblasti 2. Pak ji pfislusi nasledujici
Riemannova plocha a holomorfni funkce na ni:

e Mnozina X je mnozina vSech tiid ekvivalence pii ekvivalenci ,,byt
stejnymi elementy“ definované na f.

e Topologie na X: Necht # € X. Necht (f, D) € x a zy necht je
stted kruhu D. Pro kazdé r > 0 definujme

Ux,r)={ye X :3(q,U(z,0) €y:|z— 2| <r
& (g,U(z,0)) je pfimym pokracovanim (f, D)}.

Systém U (x,r), r > 0, pak bude tvofit bazi okoli v X.
e Atlas na X tvoii mapy (U(x,r),¢) prox € X ar > 0, kde

¢y stied kruhu D, kde (D, f) € y.

Uvazme dale funkci F' : X — C definovanou predpisem

F(x) = f(z), pokud (f,D) € x a z je stifedem kruhu D.
Pak F' je holomorfni na X.



