I11.2 Holomorfni funkce vice komplexnich proménnych

Definice. Necht Q@ C C" je oteviend mnozina a f : 0 — C je funkce.
Funkce f se nazyva

e holomorfni na 2, jestlize pro kazdé x € () existuji koeficienty c,,
a € Nj takové, ze pro y z néjakého okoli bodu x plati

Fy) =) caly—o)*

aeNg
e oddélené holomorfni na €2, jestlize pro kazdé j € {1,...,n} a kazdou
volbu z1,...,2;-1,%j41,..., 2, € C je funkce
Z = f((L’l, ey L1 R Ly e ,xn)

holomorfni na svém defini¢nim oboru.

Poznamka. Funkce f je oddélené holomorfni na €2, pravé kdyz ma
v kazdém bodé mnoziny €2 parcidlni derivace podle vSech proménnych.

Definice. Necht X1,..., X, jsou separabilni metrické prostory a Y necht
je metricky prostor. Funkce f : X; x --- x X,, = C se nazyva oddélené
spojitd, jestlize jestlize pro kazdé j € {1,...,n} a kazdou volbu x) € Xk,
ke{l,...,n}\ {j} je funkce

X — f((L’l,...,ZL'j_l,ZL',ZI}j_|_1, e ,ZL’n)
spojita na X;.

Lemma 6.

(1) Necht X,Y, Z jsou metrické prostory, pri¢emz prostor X je sepa-
rabilni. Necht f: X xY — Z spliiuje podminky
o Pro kazdé y € Y je zobrazeni x — f(x,y) spojité na X.
o Pro kazdé x € X je zobrazeni y — f(x,y) borelovsky méri-
telné na Y.
Pak f je borelovsky méritelné na X x Y.
(2) Necht Xi,...,X, jsou separabilni metrické prostory, Z metricky
prostor a f : X1 X --- x X,, = Z oddélené spojité zobrazeni. Pak
f je borelovsky méritelné.



Znaceni: Necht x € C" a r € (0, +00)". Pak zna¢ime

n

Mnoziny tohoto tvaru nazyvame polydisk.

Lemma 7. Necht f je oddélené holomorfni na oteviené mnoziné 2 C
C™. Necht x € Q ar € (0,+00)" spliuji P(x,r) C Q. Pak pro kazdé
y € P(x,r) plati

f( ) _ 1 (27 ...f27r 2m f(zitrie’ zotrae’’2,.zptr,e’’n)
Yy) = (27i)™ JO 0 0 (_T1_|_T-leit1_yl)(xQ_i_TQeitg_y2)...(xn_|_rneitn —n)

. Tl .« .. T’I’L . Zn . ei(tl—i_.“—i_tn) dtl) dtz .. ) dtn

Véta 8.  Necht Q C C" je otevienda mnozina a f : Q — C funkce.
Nasledujici podminky jsou ekvivalentni.

(1) f je holomorfni na 2.

(2) f ma v kazdém bodé ) Fréchetovu derivaci (tj. totalni diferen-
cidl).

(3) f je oddélené holomorfni a lokalné omezena na ).

(4) Pro kazdy polydisk P(x,r), jehoz uzavér je obsazen v ), plati,
ze f je omezena na kartézském soucinu prislusnych kruznic a pro
kazdé y € P(x,r) plati vzorec

f( ) - 1 f f(¢1+7“1€it1,$2+T26it2,---7$n+rneit")
y (2mi)n J[0,27]" (z14r1e™t —y1)(watrae’t2—ya)--(znt+rneitn —y,)

. /"'1 IS Tn . /Ln . ei(tl—’_.“—’_tn) dtl dtz .« .. dtn

Poznamka. Dokonce plati, Ze kazda oddélené holomorfni funkce je jiz
holomorfni. To rikd Hartogsova véta, které se budeme vénovat pozdeéji.

Véta 9. Necht f je holomorfni funkce na oteviené mnoziné Q C C".

Pak pro kazdé a € Nj je funkce g'ﬂ:o[ f holomorfni na ).

Véta 10.  Necht Q) C C" je oteviena mnozina a (f,) je posloupnost
holomorfnich funkci na 2, ktera konverguje k néjaké funkci f lokalné
stejnomérné na ). Pak f je také ho]omorfm na §) a navic pro kazdé

a € Ny funkce 8' —= Jn konverguji k funkci o f lokalné stejnomérné na

Q.




