I1.4 Slaba a slaba* konvergence

Definice. Necht X je normovany linedrni prostor.
e Rekneme, Ze posloupnost (x,,) prvkit X slab& konverguje k prvku = € X, pokud
VieX* f(z,) — f(z).
Tuto skute¢nost zapisujeme z,, — x nebo téz x,, — x. Bod = pak nazjvame slabou limitou posloup-
nosti (z,,).
e Rekneme, Ze posloupnost (f,,) prvki X* slab&* konverguje k prvku f € X*, pokud
Vo € X: fn(x) — f(x).
Tuto skuteCnost zapisujeme f, wl f nebo téz f, — f. Prvek f pak nazjvame slabou* limitou
posloupnosti (f,).

Poznamky:
(1) Necht X je normovany linearni prostor. Kazda posloupnost v X ma nejvyse jednu slabou limitu.
Kazda posloupnost v X* mé nejvyse jednu slabou™ limitu.
(2) Béznou konvergenci v normovaném linedrnim prostoru, tj. konvergenci v metrice generované
normou, nékdy nazyvame normovou konvergenci, konvergenci v normé nebo téz silnou konvergenci.
(3) Necht X je normovany linearni prostor, (z,) posloupnost prvkia X a x € X. Pak plati
Ty — T = Ty — .
Opacna implikace obecné neplati. Naptiklad posloupnost (e€™) kanonickych jednotkovych vektoru
v prostoru /P pro p € (1,00) slabé konverguje k nule, ale nekonverguje k nule silné.
(4) Necht X je normovany linedrni prostor, (f,,) posloupnost prvka X* a f € X*. Pak plati
fo=f=fa—=f=f— [
Opacné implikace obecné neplati:
o Necht X = (P kde p € (1,00). Necht (f,,) je posloupnost soufadnicovych funkcionala. Pak
fn—50v X* =17 (kde % + % = 1), ale posloupnost (f,) nekonverguje silné.

o Necht X = ¢g. Necht (f,) je posloupnost souradnicovych funkcionédli. Pak f, N 0, ale
posloupnost (f,,) nekonverguje slabé v X* = /1.
(5) Je-li X normovany linearni prostor koneéné dimenze, pak pro posloupnost (x,,) v X plati
Ty — TS T, — .
Existuji i nékteré prostory nekone¢né dimenze, v nichz tato ekvivalence plati, napiiklad ¢! (coz
dokézal I. Schur v roce 1921).
(6) Je-li X reflexivni Banachtuv prostor, pak pro posloupnost (f,) v X* plati
fo ==& fu—f.
Existuji i nékteré nereflexivni prostory, v nichz tato ekvivalence plati, naptiklad ¢>° (jak dokézal
A. Grothendieck v roce 1953).
(7) Je-li X Banachtuv prostor nekoneéné dimenze, pak existuje posloupnost (f,) v X* takova, Ze

|l fnll = 1 pro kazdé n a pfitom f, — 0. Tuto netrividlni vétu dokézali nezavisle B. Josefson a
A. Nissenzweig v roce 1975.

Tvrzeni 24. Necht X je normovany linedrni prostor a Y CC X jeho podprostor. Necht (y,) je
posloupnost vY ay €Y. Pak

Yn — y v prostoru Y < 1y, —> y v prostoru X.

Tvrzeni 25. Necht X je normovany linedrni prostor.
(a) Pokud z,, — x v X, pak ||z| < linl)inf lzn]|-
n o0

(b) Pokud f, “> f v X*, pak || f|| < liminf || £,]|.
n— oo

Tvrzeni 26 (Mazurova véta).  Necht X je normovany linearni prostor. Pokud x, —» = v X, pak
existuje posloupnost (y,) konvexnich kombinaci bodii x,,,n € N, kterd (silné) konverguje k x.



Tvrzeni 27 (princip stejnomérné omezenosti). Necht X a Y jsou normované linedrni prostory a
A C L(X,Y) je néjakd podmnozina. Pokud je mnoZina

{z € X; {Tx;T € A} je omezena v Y}

druhé kategorie v prostoru X, pak je mnozina A omezend v L(X,Y).

Dusledek 28.  Necht X je Banachiiv prostor, Y je normovany linearni prostor a A C L(X,Y). Pak
nasledujici dvé podminky jsou ekvivalentni:

(i) Mnozina A je omezena v L(X,Y).

(ii) Pro kazdé x € X je mnozina {Tx;T € A} omezend vY.

Dusledek 29 (omezenost a slaba omezenost).  Necht X je normovany linedrni prostor a A C X. Pak
nasledujici dvé podminky jsou ekvivalentni:

(i) Mnozina A je omezena v X.

(ii)) Kazdé f € X* je omezené na mnoziné A.
Dusledek 30.

a) Nec je normovany linedrni prostor. Pak kazda slabé konvergentni posloupnost v X je omezena.
Necht X j 7 linearni tor. Pak kazda slabé ki tni 1 tvXj 1
(b) Necht X je Banachtv prostor. Pak kazda slabé* konvergentni posloupnost v X* je omezena.

Tvrzeni 31. Necht X aY jsou Banachovy prostory a (T,) je posloupnost v L(X,Y'). Nasledujici dvé
podminky jsou ekvivalentni:
(1) Existuje takové T' € L(X,Y), ze T),(z) — T'(z) pro kazdé xz € X.
(2) Posloupnost (T},) je omezend v L(X,Y) a existuje husta podmnozina D C X, Ze pro kazdé x € D
je posloupnost (T,,(z)) konvergentni vY.

Priklady 32.

(1) Necht X = c¢o nebo X = (P, kde p € (1,400). Posloupnost (x™) slabé konverguje k x v X, pravé
kdyz je omezena v X a konverguje k  po souradnicich, tj.

Vk € Nizy — xg.

(2) Necht X = cy nebo X = (1. Ztotoznéme X* s ¢* nebo (> podle Véty 17. Pak posloupnost (f,)
slabé* konverguje k f v X*, pravé kdyz je omezena v X a konverguje k f po soufadnicich.

Véta 33. Necht X je separabilni Banachiiv prostor. Pak pro kazdou omezenou posloupnost v X*
existuje jeji slabé* konvergentni podposloupnost.

Véta 34. Necht X je reflexivni Banachtiv prostor. Pak pro kazdou omezenou posloupnost v X existuje
jeji slabé konvergentni podposloupnost.

Poznamky:

(1) Véta 33 pro neseparabilni Banachovy prostory obecné neplati (naptiklad pro X = ¢*(R)). Pro
nékteré ,pékné“ neseparabilni prostory vsak plati (naptiklad pro X = ¢o(T)).

(2) Véta 34 plati stejné pro separabilni i neseparabilni prostor X. Duvod je ten, Ze se diky Tvrzeni 24
milzeme omezit na separabilni pripad.

(3) Ve Vété 34 plati i obracena implikace, tedy reflexivni prostory jsou charakterizovany tim, ze
kazda omezené posloupnost mé slabé konvergentni podposloupnost. To je diisledkem netrivialni
Eberlein-Smulyanovy véty (ze étyficatych let dvacatého stoleti).

Véta 35. Necht X je reflexivni Banachiiv prostor a C C X je neprazdna uzaviend konvexni mnozina.
Pak pro kazdé x € X existuje (alesponi jeden) bod y € C nejblizsi k x, tj. takovy, ze |z — y|| = dist(z, C).



