AprpenDIX 3: Casteéné uspofadané mnoziny a Zornovo lemma

Necht A je néjakd mnozina a < je relace na A. Relace < se nazyva

e (astecné usporadani, pokud
oVereA:x<ux,
oVr,y,ze Az <y&y<z=1z=<z2
oVr,yeArxy&ky<or=x=uy;

e UpIné usporadani (nebo téz linedrni usporadani), je-li to castecné usporadani
splnujici navic
o Vr,y € A:x <y nebo y =< x;

e dobré usporadani, je-li to tiplné usporadani a navic ma kazda neprazdna podm-
nozina A =<-nejmensi prvek.

Necht (A, <) je ¢astecné usporddand mnozina a B C A. Mnoziné B fikdme
retézec, pokud je Uplné usporadana relaci < (tj. pokud pro kazdé dva prvky
x,y € B plati z <y nebo y < x).

Zornovo lemma. Necht (A, =) je ¢astecné usporadand mnozina. Predpok-
ladejme, ze kazdy fetézec v A ma horni odhad, tj.

VB C A retézecdr € AVye B:y < x.
Pak pro kazdé x € A existuje y € A spliujici x < y, které je <-maximalni, tj.

VzeA:y<z=y=z.



Priklady rutinniho pouZiti Zornova lemmatu

1. Necht (M,d) je metricky prostor a ¢ > 0. Pak existuje maximalni e-
diskrétni podmnozina M, tj. takova C' C M, ze pro kazdé dva rtizné prvky
x,y € C je d(x,y) > € a ptitom pro kazdé z € M existuje z € C, ze d(x,z) < ¢.

Diikaz. Oznac¢me symbolem A mnozinu vSech e-diskrétnich podmnozin M.
Pro B,C € A definujme B < C, jestlize B C C. Pak (A,=) je ¢astetné
uspofdadana mnozina. Je-li R C A fetézec, je jeho sjednoceni R = |JR hornim
odhadem R. (K tomu je potfeba ukazat, ze R € A, nerovnosti jsou pak ziejmé.
Abychom ukazali, ze R € A, vezméme z,y € R. Protoze R = [JR, existuji
B,C eR,7ex € Baye C. Protoze R je fetézec, je B C C nebo C' C B.
Dejme tomu, ze B C C. Pak z,y € C. Protoze C je e-diskrétni, je d(x,y) > ¢.)
Protoze () € A, z Zornova lemmatu plyne existence maximélniho prvku.

2. Necht (M,d) je metricky prostor a ¢ > 0. Pak existuje systém U s
vlastnostmi:

e Prvky U jsou oteviené podmnoziny M diametru < e.
e Prvky U jsou po dvou disjunktni.
e Sjednoceni [ JU je hustd podmnozina M.

Ndvod k dikazu: Necht A je mnozina vSech systému U spliujicich prvni
dvé podminky. Pro dva prvky U,V € A necht U <V, pokud U C V. Ovéite
predpoklady Zornova lemmatu a dokazte, ze maximalni prvek musi spliova tieti
podminku.

3. Existuje systém U s vlastnostmi:
e Prvky U jsou nekonecné podmnoziny N.
e Pokud B,C € U jsou rizné, je AN B konecna.
e Pro kazdou A C N nekonecnou existuje B € U takova, ze AN B je nekonecna.

Navod k dukazu: Stejny jako v ptripadé 2.

4. Necht (2,3, 1) je prostor s nezapornou mirou. Pak existuje systém U s
vlastnostmi:
e U C X aprokazdou A el je 0 < pu(A) < oo.
e Pokud B,C € U jsou ruzné, je u(AN B) = 0.
e Pro kazdou A € ¥ splnujici 0 < p(A) < oo existuje B € U takova, ze
w(ANB) > 0.

Navod k dukazu: Stejny jako v pripadé 2.



Poznamky k dukazu Zornova lemmatu.

Zornovo lemma je diisledkem axiomu vybéru, je s nim ve skutecnosti ekviva-
lentni, stejné jako napriklad Zermelova véta o dobrém usporadani.
Axiom vybéru. Necht' I je neprazdna mnozina a (A;);cr je indexovany
systém neprazdnych mnozin. Pak existuje zobrazeni f definované na mnoziné I
takové, ze pro kazdé i € I je f(i) € A;.

Zermelova véta o dobrém usporadani. Kazdou mnozinu Ize dobie us-
poradat. Tj. na kazdé mnoziné existuje relace, ktera je dobrym usporadanim.

Axiom vybéru plyne z Zermelovy véty: Uvazme mnozinu A = (J,.; 4.
Zvolme na ni dobré usporadani <. Polozme f(i) == —min A; pro i € I.

Zermelova véta plyne z Zornova lemmatu: Necht A je mnozZina. Oznacme
A mnozinu v8ech dvojic (B,=p), kde B C A a <p je dobré uspofadani na B.
Definujme na A ¢asteéné usporadani (B, <p) = (C, <¢), pokud plati
e BCC(C,

e pro x,y € B je x <p vy, pravé kdyz = <¢ v,
e jellizeB,ye(Cay=¢cux pakyeB.

Pak jsou splnény predpoklady Zornova lemmatu a maximalnim prvkem je

(A, =< 4) pro néjaké dobré usporadani na A.

vvvvvv

pouziva transfinitni rekurzi. Zakladni schéma je nasledujici: Postupuje se sporem.
Necht (A, <) spliuje predpoklady Zornova lemmatu, ale neexistuje maximalni
prvek nad prvkem a € A. Necht I je mnozina vSech fetézci obsahujicich bod a.
Z axiomu vybéru plyne existence funkce f : I — A takové, Ze pro kazdé R € I a
kazdé x € R je x < f(R). Nyni se transfinitni rekurzi pro kazdé ordinalni ¢islo
a zkonstruuje funkce g, : « = [0,a) — A takto:
e 91(0) = {a};
® Ja+1lj0,0) = 9o, Ga+1(a) = f(9a[[0, @)]);
e je-li o limitni, pak go(v) = gy+1(7) pro v < a.

Protoze A je mnozina, musi se konstrukce nékdy zastavit, coz dava spor.



