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norma

normovany linearni prostor

metrika indukovana normou

Banachuv prostor

ekvivalentni normy

uzaviena jednotkova koule Bx

oteviend jednotkova koule Ux

spojité linedrni zobrazeni

norma lineadrniho zobrazeni

izometrie

izomorfismus

projekce (spojita linedrni)

skalarni souc¢in

prostor se skaldrnim souc¢inem

norma indukovand skaldrnim soucinem
Hilbertuv prostor

ortogonalni doplnéek

ortogonalni projekce

ortonormalni béze

slabé konvergentni posloupnost

slabé* konvergentni posloupnost

dualni operator

kompaktni mnozina

relativné kompaktni mnozina

totalné omezend mnozina

spektrum operatoru

vlastni ¢islo operatoru

konvoluce dvou funkci na R?

Fourierova transformace funkce z L*(R%)
Schwartztv prostor
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9% %% %% % % % % % %% %0 % % % % % % %6 % %6 % %0 % %o %o % %6 % %0 % % % % % % % % %o

oteviend koule U(z, )

uzaviend koule B(x, )

jednotkova sféra Sx

prostor L(X,Y)

dudlni prostor

izometrické prostory

izomorfni prostory

ziplnéni normovaného prostoru

sdruzené linearni zobrazeni

konvergentni fada v normovaném linedrnim prostoru

soucet fady v normovaném linearnim prostoru

absolutné konvergentni fada v normovaném linearnim prostoru
bezpodminec¢né konvergentni fada v normovaném linedrnim prostoru
prerovnani rady

soucet zobecnéné fady v normovaném linearnim prostoru
konvergence zobecnéné fady v normovaném linedrnim prostoru
absolutni konvergence zobecnéné fady v normovaném linedrnim prostoru
thel mezi vektory v redlném prostoru se skalarnim soucinem

kolmé prvky

ortogonalni systém



ortonormalni systém

maximalni ortonormalni systém

aplny ortonormaélni systém

redlnd verze komplexniho prostoru (tj. prostor Xpg)

Prostor (F", | - ||,) pro p € [1, x]

Prostor ¢>°(T")

Prostor £*°

Prostor C(K)

Prostor ¢y

Prostor ¢o(T)

Prostor ¢

Prostor C*([0,1])

Prostor ¢(T") pro p € [1,00)

Prostor 7 pro p € [1,00)

Prostor M(K).

Prostor LP(u) pro miru p a p € [1,00]

Prostor LP(2) pro 2 C R™ borelovskou a p € [1, 0]
Skalarn{ sou¢in v prostorech F", (2, (2(T"), L*(p)

sublinearni funkcional

pseudonorma

konvexni pohlcujici mnozina

absolutné konvexni mnozina

Minkowského funkcional konvexni pohlcujici mnoziny
druhy dual normovaného prostoru

kanonické vnofeni normovaného prostoru do druhého dualu
reflexivni prostor

nosi¢ spojité funkce

kvocient vektorového prostoru
kvocient normovaného prostoru a norma na ném
kanonické kvocientové zobrazeni
kvocientovy operator
anihilatory A+ a B

oteviené zobrazeni

soucin normovanych prostort
graf linedrniho operatoru
projekce na Y podél Z
algebraicky doplnék
topologicky doplnék
komplementovany podprostor
kodimenze

podprostor konecné kodimenze
adjungovany operator
kompaktni operator
konec¢nédimenzionalni operator
invertibilni operator
rezolventni mnozina
rezolventni funkce

vlastni vektor operatoru
bodové spektrum operatoru
samoadjungovany operator
numericky obor hodnot

multiindex

tfad multiindexu

derivace podle multiindexu, tj. D% f
lokéalné integrovatelna funkce



prostor 2(R%)

posun funkce f oy, tj. 7, f

otoceni funkce f, tj. f

aproximativni jednotka (neboli zhlazovaci jadro)
polynom na R¢
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% Vysvétlivky:

% <¢&islo na konci ¥adku - &islo véty podle pfednasky

% znacka pred &islem:

% * véta se nebude explicitné zkouSet, nicméné

% se predpokladd jeji znalost vCetné& zakladni

% myS8lenky dikazu, pokud byla dokazana

% A véta se nebude explicitné zkouSet, znalost

% dikazu se nepredpoklada, ale je potfeba znat znéni
% véty, rozumét mu a byt schopen(na) vétu aplikovat
% v rozli&njch situacich

yA + véta ma statut téZké véty a jako takova

A se bude zkouSet i s dikazem

% bez znaCky véta ma statut lehké véty a jako takova se

% bude zkouSet i s dikazem
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o metrice indukované normou % * I.1

o vztahu tplnosti a uzavienosti podprostoru % * 1.3

o uplnosti prostoru definovaného pomoci vétsi normy % 1.5

o spojitosti operaci v normovaném linedrnim prostoru % * 1.8
charakterizace ekvivalentnich norem % 1.9

o ekvivalenci klasickych norem na F™ % * 1.10
charakterizace spojitych lineadrnich zobrazeni % I.11

o vlastnostech normy linearniho zobrazeni % 1.12

o tplnosti prostoru operatorda % 1.13

o zachovavani tiplnosti izomorfismem % * 1.14

o rozsifeni operatoru na uzévér % 1.15

o zlplnéni normovaného linedrniho prostoru % 1.16 s ditkazem z oddilu I1.2
o zékladnich vlastnostech projekei % 1.17

Cauchy-Schwarzova nerovnost % * 1.18

o normé indukované skaldrnim souc¢inem % I1.19 véetné 1.18

polarizaéni identita a jeji disledky % 1.21 a 1.22

rovnobéznikové pravidlo % * 1.23

charakterizace prostoru se skaldrnim souc¢inem % + 1.24 (véetné 1.23)

o zUplnéni prostoru se skaldrnim soudinem % * 1.25

o souctu prerovndni bezpodmineéné konvergentni fady % * Pozndmka (1) pied 1.26
o vztahu konvergence a absolutni konvergence v normovanych prostorech % 1.26
charakterizace bezpodminecné konvergence % * 1.27

o nutné podmince konvergence zobecnéné rady % 1.28

o vlastnostech zobecnénych fad v Banachovych prostorech % + 1.29

o nejblizsich bodech v Hilbertovych prostorech % + 1.31

charakterizace nejblizsiho bodu % 1.32

Pythagorova véta v prostorech se skaldrnim souc¢inem % * 1.33

o ortogonalnim doplitku a ortogonélni projekci % 1.34 (véetné 1.33)
Besselova nerovnost % 1.35 (véetné 1.33)

o ortonormaélnich systémech v Hilbertovych prostorech % + 1.36

o0 existenci ortonormdlni baze % * 1.37

Riesz-Fisherova véta o reprezentaci Hilbertovych prostortt % + 1.38 a 1.39 (vCetné 1.37)



o vyjadieni ortogondlni projekce % 1.40

o normdch na prostoru koneéné dimenze % I1.41

o vlastnostech prostort koneéné dimenze % 1.42 a 1.43

o kompaktnosti jednotkové koule % 1.44 a 1.45

o funkcionélech a norméch na prostoru nekone¢né dimenze % * 1.46
o realné verzi komplexniho normovaného prostoru % + 1.47

%%% z Kapitoly I: 19 lehkych vét, 6 t&zkych vét

o Minkowského funkcionalu % II.1

algebraickd verze Hahn-Banachovy véty % + I1.2 v¢etné I1.3

algebraickd Hahn-Banachova véta pro pseudonormu % IL.5 véetné 11.4
Hahn-Banachova véta o rozsifovani spojitych linedrnich funkcionald % II.6
o duélnim vyjadfeni normy % II.8 v&etné I1.7

o oddélovani pomoci spojitého linedrniho funkcionalu % * I1.9

o dtikazu hustoty pomoci Hahn-Banachovy véty % I1.10 (véetné I1.9)
Hahn-Banachova véta o oddélovani % + II1.11

o vnoreni normovaného prostoru do druhého dudlu % I1.12

o vlastnostech reflexivnich prostord % + II.13

o nabyvani normy a reflexivité % * I1.14

Riesz-Fisherova v&ta o dudlu Hilbertova prostoru % II.15 a I1.16

o reprezentaci dualt k ¢o(T) a ¢P(T") % + I1.17

o reflexivité ¢P(T") % II.18

o reprezentaci dualt k LP(u) % A 11.19

o reflexivité LP(u) % I1.20

Rieszova véta o reprezentaci nezapornych funkcionalt na C(K) % A I1.21
o nékterych vlastnostech kompaktnich prostortt % * 11.22

Rieszova véta o reprezentaci dudlu k C(K) % A 11.23

o slabé konvergenci v podprostoru % 11.24

o zdola polospojitosti normy % A II1.25

Mazurova véta % I1.26

princip stejnomérné omezenosti % + I1.27 a I1.28

o vztahu omezenosti a slabé omezenosti % I1.29

0 omezenosti slabé a slab&* konvergentnich posloupnosti % * 11.30

o limit& posloupnosti operatort % I1.31

o existenci vybrané slabé ¢i slabé* konvergentni posloupnosti % + I1.33 a I11.34
o nejblizsich bodech v reflexivnim prostoru % II.35

%%% z Kapitoly II: 14 lehkych vét, 6 t&zkych vét

o kvocientu normovaného linedrniho prostoru % -+ III.1

o vlastnostech kanonického kvocientového zobrazeni % * III.2

o faktorizaci linedrniho operatoru % I11.3

o kvocientu Hilbertova prostoru % II1.4

o dualité podprostori a kvocienttt % + II1.5

o kvocientu reflexivniho prostoru % * IIL.6

o univerzalité (>°(T') a (1(T") % * IIL.7

Banachova véta o otevieném zobrazeni % + III.8 véetné I11.9

0 spojité bijekci mezi Banachovymi prostory % II1.10

o souinu normovanych linedrnich prostortt % * II1.12

o uzavieném grafu % I11.13

o charakerizaci topologického dopliiku % II1.14

o komplementovanych podprostorech Hilbertova prostoru % * II1.15
o komplementovanosti podprostoru koneéné dimenze % II1.16

o komplementovanosti podprostoru koneéné kodimenze % II1.17
o jadru linedrniho funkcionalu % * II1.18

o zékladnich vlastnostech dudlnich operatora % III.19

o adjungovaném operatoru % II1.20

o zékladnich vlastnostech adjungovanych operatora % I11.21



o vztahu mezi jddrem a oborem hodnot T" a T” % II1.22 a II1.23

o tom, kdy 7" je izomorfismus % I11.24

charakterizace kompaktnich operatori % III.25

o vlastnostech kompaktnich a koneénédimenzionalnich operatort % II1.26
Arzela-Ascoliova véta o kompaktnosti v C(K) % + II1.27

Schauderova v&ta o dudlnim operdtoru % + II1.28

o mnoziné invertibilnich prvka % I11.29

o vlastnostech spektra % A III1.30

o spektru dualniho operatoru % * I11.31

o linedrni nezavislosti vlastnich vektori % II1.32

Fredholmova alternativa % + II1.34 v¢etné I11.33(c)

o spektru kompaktniho operatoru % + II1.35 vCetné patiicné éasti 111.33
o spektru a numerickém oboru hodnot % III.36

o samoadjungovanych operatorech % + III.37

Hilbert-Schmidtova véta % + II1.38

%%% =z Kapitoly III: 17 lehkych vét, 9 t&zkych vét

o konvoluci funkei z L' a LP % + IV.1 (dikaz jen bodu a)
konstrukce funkci z 2(RY) % * IV.2

o zhlazovani pomoci konvoluce % IV.3

o aproximativni jednotce % IV.4 véetné IV.2

o spojitosti operatoru posunu % A IV.5

o konvoluci s aproximativni jednotkou % IV.6 (dtikaz bodu i,ii)

o hustoté Z(Q) v LP(Q) % IV.7

o zékladnich vlastnostech Fourierovy transformace % + IV.8

o Schwartzové prostoru a Fourierové transformaci na ném % A IV.11
o inverzi pro Schwartziv prostor % + IV.14 (v¢etné dikazu IV.13)
o inverzi pro p¥ipad integrovatelné f % * IV.15

o konvoluci na Schwartzové prostoru % IV.16

Plancherelova véta % + IV.34

%% % %% z Kapitoly IV: 5 lehkych vét, 4 tézké véty

%% % %% % %% %0 %% %0 %% %0 0% 70 %% %0 %0 %0 70 %0 % %0 %0 % %0 %o
%% %% Dalsi otazky %% % %% % %% % %% % %% % %% % %%
%% % %% % %% %0 0% %0 %% %0 %% %0 %% %0 %0 %0 70 %0 %0 %0 %0 % %0 %o

#1 Necht H; a Hj jsou prostory se skaldrnim souc¢inem a T € L(Hy, H3) je izometrie. UkaZte, Ze pro
kazdé x,y € Hy plati (Tx, Ty) = (z,y).

#2 Necht X = {f : R — F;3g € L'(R)3h € L3(R) : f = g + h}, pfiem? ztotoziiujeme funkce, které
se rovnaji skoro viude. Pro f € X definujme || f| = inf{||g|[1 + ||k|l2;9 € L*(R),h € L?(R), f = g + h}.
Ukazte, ze (X, || - ||) je Banachiiv prostor.

#3 Necht X je normovany linedrni prostor a f,g € X*\ {0}. Ukazte, Ze ker f a ker g jsou izomorfni
normované lineadrni prostory.

#4 Necht X je normovany linearni prostor a f : X — F linedrni zobrazeni. UkazZte, Ze [ je spojité,
pravé kdyz ker f je uzavieny podprostor X. Neni-li f spojité, ukazte, ze ker f je husty podprostor X.

#5 Necht X je komplexni Banachtv prostor a Xg znaci jeho realnou verzi. Ukazte, ze X je reflexivni,
praveé kdyz Xpg je reflexivni.

#6 Necht ¢ je Banachtiv prostor konvergentnich posloupnosti se supremovou normou. Ukazte, ze jeho
duél 1ze reprezentovat jako ¢}(N U {co}).

#7 Ukazte, ze prostor Co(R) je izometricky podprostoru X C C([0,1]), ktery je definovan X = {f €
C([0,1]); f(0) = f(1) = 0}. S vyuzitim této izometrie ukazte, ze dudl k Co(R) lze reprezentovat jako
prostor mér na R.



#8 Necht X = (¢4, - ||), kde ||z|| = ||z|l1 + ||7||o- Ukaite, Ze X* je izometricky prostoru (£, || - |),
kde ||(zn)nen| = sup{ﬁ > nen [Tnls M C N konecna}. (|M| znaci pocet prvki mnoziny M.)

#9 Necht X = (co, || - ||), kde ||(zn)nen|| = sup{|zn| + |zm|;n,m € Nyn < m}. Ukaite, ze X* je
izometricky prostoru (¢1, | - ), kde |[z]] = mas{ |z]loc, 2] — [2]oc}-

#10 Necht X = ¢ x ¢! je opatfen normou ||(z,y)|| = ||#//s + |lyll1, (z,y) € X. Reprezentujte dual k
prostoru X a vyjadfete normu na ném.

#11 Necht p € [1,00] a g : [0,1] — F je méfitelnad. Predpokladejme, Ze pro kazdé f € LP(]0,1]) je
fg € L?(]0,1]). Ukazte, ze g € L*°([0,1]).

#12 Necht p € [1,00] a g : [0,1] — F je méfitelnd. Predpokladejme, Ze pro kazdé f € LP([0,1]) je
fg € L*([0,1]). Ukaste, ze g € LI([0,1]), kde £ + £ = 1.

#13 Dokazte vétu o otevieném zobrazeni z véty o uzavieném grafu s pouzitim véty o faktorizaci
linedrniho operatoru.

#14 Necht H je Hilbertiiv prostor a P € L(H) je projekce, tj. operator spliiujici P? = P. Ukazte, 7e
P je ortogonalni projekce, praveé kdyz P* = P.

#15 Necht Hy, Ho jsou Hilbertovy prostory a T € L(Hy, Hs). Necht T* € L(Ha, Hy) je (hilbertovsky)
adjungovany operator. Ukazte, ze R(T) = (ker T*)* a ker T = (R(T*))*. (Symbol L znaéi ortogonélni
doplnék.)

#16 Necht H;, Hs jsou Hilbertovy prostory a T' € L(Hi, Hs) je izomorfismus Hy na Ho. Ukazte, Ze T
je izometrie, pravé kdyz T* = T~. (T* je (hilbertovsky) adjungovany operator k T'.)

#17 Necht X je Banachtv prostor a T' € F(X). Ukazte, ze 0(T) = 0,(T) a ze o(T) obsahuje nejvyse
n + 1 prvkd, kde n = dim R(T).

#18 Necht X je Banachtv prostor a (7},) je posloupnost v L(X), kterd konverguje k T' € L(X). Pro
kazdé n € N necht A\, € o(T},). UkazZte, ze kazdy hromadny bod posloupnosti (A,) patii do o(T).

#19 Necht P € L(L*(R)) je Plancherelova transformace (tj. ona izometrie z Plancherelovy véty pro
d = 1). Ukazte, Ze 0,(P) = {1, —1,%, —i} a pro kazdé z vlastnich ¢&isel najdéte néjaky vlastni vektor.

#20 Necht X je reflexivni Banachiv prostor a f : X — R spojita konvexni funkce. (i) Pfedpokladejme,
7e existuje ¢ € R, pro které je mnozina {z € X; f(z) < ¢} neprdzdnéd a omezend. Dokazte, ze f nabyva

minima na X. (ii) Pfedpokladejme, Ze | lﬁm f(x) = 400. Dokazte, ze f nabyva minima na X.
x||—o0

#21 Necht p € (1,00), f € LP((0,1)) a (f,) je omezena posloupnost v LP((0,1)). Ukaite, Ze f, —s f
v LP((0,1)), pravé kdyz f, — f v L'((0,1)).

#22 Necht p € (1,00), f € LP(R) a (f,,) je posloupnost v LP(R). Ukazte, Ze f, — f v LP(R), pravé
kdyZ je posloupnost (f,,) omezend v LP(R) a pro kazdou dvojici redlngch ¢isel a < b plati f: fn— fab I



