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Př́ıklad 1: Rozhodněte, zda ńıže uvedené vzorce definuj́ı spojité lineárńı funkcionály na daných
prostorech. Pokud ano, napǐste, č́ım je př́ıslušný funkcionál reprezentován dle standardńıch vět
(tj., kterou posloupnost́ı, funkćı či mı́rou), a spočtěte normu funkcionálu.

(a) ϕ(x) =
∑∞

n=1
xn
4n , x = (xn)∞n=1 ∈ `p, kde p ∈ [1,∞).

(b) Tentýž vzorec jako v (a) na c0.
(c) ϕ(f) =

∫∞
0 f(x)e−x dx, f ∈ Lp((0,∞)), kde p ∈ [1,∞].

(d) ϕ(f) = f(0)−
∫ 1
−1 tf(t) dt, f ∈ C([−1, 1]).

Př́ıklad 2: Nechť X = (C0(R), ‖ · ‖), kde

‖f‖ = sup
x∈R

(2 + sinx)|f(x)|, f ∈ C0(R).

(a) Ukažte, že ‖ · ‖ je norma na C0(R) ekvivalentńı ‖ · ‖∞.
(b) Pro f ∈ X definujme

ϕ1(f) =

∫ 2π

0
f, ϕ2(f) =

∫ 2π

0
f(x) cosx dx, ϕ3(f) =

∫ ∞
1

f(x)

x2
dx.

Ukažte, že tyto vzorce definuj́ı spojité lineárńı funkcionály na X, spočtěte jejich normy
a rozhodněte, které z nich nabývaj́ı své normy.

Př́ıklad 3: Nechť H = L2((0, 2π), µ), kde mı́ra splňuje dµ = tdt, tj.

µ(A) =

∫
A
t dt, A ⊂ (0, 2π) borelovská.

Uvažme funkce f(t) = cos t a g(t) = sin t.

(a) Najděte nějakou ortonormálńı bázi podprostoru Y = span{f, g}.
(b) Napǐste vzorec pro ortogonálńı projekci na Y .
(c) Najděte bod v Y nejbližš́ı k funkci h(t) = 1, t ∈ (0, 2π).

Př́ıklad 4: Nechť X = C([0, 1]) se standardńı normou. Pro f ∈ X definujme funkci

Tf(t) = f(0)t+

∫ 1

0
f − 3f(t), t ∈ [0, 1].

(a) Ukažte, že T ∈ L(X).
(b) Vyjádřete duálńı operátor T ′ ∈ L(X∗) pomoćı standardńı reprezentace duálu k C([0, 1]).
(c) Je operátor T kompaktńı?
(d) Spočtěte σ(T ) a σp(T ).
(e) Spočtěte σ(T ′) a σp(T

′).

Př́ıklad 5: Nechť X = L4((0, π)). Pro f ∈ X definujme funkci Tf předpisem

Tf(t) = f(t) cos t+ cos2 t ·
∫ π

0
f(x) sinx dx, t ∈ (0, π).

(a) Ukažte, že T ∈ L(X).
(b) Vyjádřete duálńı operátor T ′ ∈ L(X∗) pomoćı standardńı reprezentace duálu k L4((0, π)).
(c) Je T kompaktńı?
(d) Je T izomorfismus?


