Uvod do funkcionalni analyzy
vzorové priklady pro pisemky
Zimni semestr 2022/2023

Piiklad 1: Rozhodnéte, zda nize uvedené vzorce definuji spojité linearni funkcionaly na danych
prostorech. Pokud ano, napiste, ¢im je prislusny funkciondl reprezentovan dle standardnich vét
(tj., kterou posloupnostl’, funkei ¢i mirou), a spo¢téte normu funkcionélu.

(a) p(@) = > 72, 3, ® = (zn)ily € &, kde p € [1,00).

(b) Tentyz Vzorec Jako v (a) na cp.

(¢) o(f) = [y flx)e *dx, f € LP((0,00)), kde p € [1,00].
)

(d ( ) f(0) = f_ltf(t)dt,fec([—lvll)-
Priklad 2: Nechi X = (Co(R), || - ||), kde
£l = jlelg(?Jrsinx)lf(fv)l, f € Cy(R).

(a) Ukazte, ze || - || je norma na Cy(R) ekvivalentni || - ||oo.
(b) Pro f € X definujme
2m 2w f( )
alh)= [ 1 e = [ f@ewsade pin= [ 13

Ukazte, ze tyto vzorce definuji spojité linearni funkcionaly na X, spoctéte jejich normy
a rozhodnéte, které z nich nabyvaji své normy.

Piiklad 3: Necht H = L?((0,27), i), kde mira splituje du = tdt, tj.
u(A) = / tdt, A C (0,2m) borelovska.
A

Uvazme funkce f(t) = cost a g(t) = sint.

(a) Najdéte néjakou ortonormélni bézi podprostoru Y = span{f, g}.
(b) Napiste vzorec pro ortogonalni projekci na Y.
(c) Najdéte bod v Y nejblizsi k funkci h(t) =1, t € (0, 2m).

Priklad 4: Necht X = C([0, 1]) se standardni normou. Pro f € X definujme funkci

1
Tf(t)zf(O)IH—/o f=3f(t), telo,1].

(a) Ukazte, ze T' € L(X).

(b) Vyjadrete dudlnf operator 7" € L(X*) pomoci standardn{ reprezentace dudlu k C([0, 1]).
(c) Je operator T" kompaktni?

(d) Spoctéte o(T) a op(T).

(e) Spoctéte o(T") a op(T").

Pi#iklad 5: Necht X = L*((0,7)). Pro f € X definujme funkci T'f piedpisem

Tf(t) :f(t)cost—i—coth-/ﬂf(a?)sinxd:c, t € (0,m).
0

(a) Ukazte, ze T € L(X).

(b) Vyjadiete dudlni operdtor T' € L(X*) pomoci standardni reprezentace dudlu k L*((0,7)).
(c) Je T kompaktni?

(d) Je T' izomorfismus?



