UVOD DO FUNKCIONALNI ANALYZY

PRIKLADY PRO POROZUMENI LATCE - ZS 2022/2023

PRIKLADY KE KAPITOLE II

K oppiLu II.1 — SUBLINEARNI FUNKCIONALY, PSEUDONORMY, HAHN-BANACHOVA
VETA
Piiklad 1. Necht X je redlny vektorovy prostor.

(1) Necht fi,..., f, jsou linedrni funkciondly na X. Ukazte, ze max{fi,..., fn} je
sublinearni funkciondl na X.
(2) Necht p je sublinedrni funkciondl na X. Ukazte, Ze pro kazdé x € X plati

p(z) = max{f(z); f je linedrni funkcional na X, f < p}.
Navod: (2) PouZijte algebraickou Hahn-Banachovu vétu, tj. Veétu I1.2 z predndsky.

Piiklad 2. Necht X je vektorovy prostor nad F.

(1) Necht fi,..., f, jsou linedrn{ funkcionaly na X. Ukazte, ze max{|fi|,...,|fa|} je
pseudonorma na X.
(2) Necht p je pseudonorma na X. Ukazte, ze pro kazdé x € X plati

p(z) = max{|f(z)|; f je linedrni funkciondl na X, |f| < p}.
Navod: (2) PouZijte Dusledek I1.5 z predndsky.

Piiklad 3. Necht X je normovany linedrni prostor a A C X* je omezend mnozina.
(1) Ukazte, ze
pa(z) =sup{Re f(z); f € A}, x€ X,
je spojity sublinedrni funkcional na X.
(2) Ukazte, ze
qa(z) = sup{|f(z)|; f € A}, zeX,
je spojita pseudonorma na X.
(3) Necht 0 je vnitinim bodem mnoziny A. Ukazte, Ze q4 je ekvivalentni norma na X.

Navod: (1,2) Spojitost ukazte tak, Ze ukaZete lipschitzovskost.

Piiklad 4. Necht X je normovany linearni prostor a U oteviend konvexni mnoZina ob-
sahujici 0. Ukazte, Ze existuje pravé jeden sublinearni funkcional p na X, pro ktery plati
U= {x e X;p(x) < 1}. Ukazte, ze p je spojity.

Navod: Uwazte Minkowského funkciondl mnozZiny U.

Priklad 5. Dokazte Vétu I1.6 z prednasky (tj. Hahn-Banachovu vétu o rozsitovani spo-
jitych linedrnich funkciondlu) pro redlné separabilni normované prostory bez pouziti Zor-
nova lemmatu.

Navod: PouZijte existenci spocetné husté mnoziny, Lemma I1.3 a Vétu 1.15.



Piiklad 6. Dokazte Vétu I1.6 z prednasky pro komplexni separabilni normované prostory
bez pouziti Zornova lemmatu.

Navod: Pouzijte predchozi priklad na redlnou édst funkciondlu a Tvrzent 1.47(d) z predndsky.

Priklad 7. Necht X je normovany linedrni prostor, Y jeho podprostor a T : Y — ¢>(T")
spojity linedrni operator. Ukazte, ze existuje linedrni operdtor T' : X — (>(I"), ktery

rozsifuje 1" a pro néz plati TV‘ = ||T|.

Navod: PouZijte Hahn-Banachovu vétu na funkciondly x — Tx() pro kaZdé v € T.

Piiklad 8. Necht X je normovany linearn{ prostor, Y jeho podprostor a Z normovany
prostor koneéné dimenze. Ukazte, ze kazdy operator T € L(Y, Z) lze rozsitit na operator

TeL(X, Z).
Navod: PouZijte predchozi priklad a ekvivalenci norem na prostorech koneéné dimenze.

Piiklad 9. Necht X je normovany linedrni prostor nad F a p je spojity sublinedrni
funkciondl na X. Necht f je linedrni funkciondl na X splitujici Re f < p. Ukaite, Ze f je

spojity.
Navod: Ukazte, Ze Re f je omezend na Bx. Odtud odvodte, Ze Re f je spojity, a tedy i f je
spojity (napriklad s vyuZitim Tvrzeni 1.47).
Piiklad 10. Ukazte, ze na prostoru ¢*°(N,R) existuje Banachova limita, tj. spojity
linearni funkcional L s vlastnostmi:
e L((x,)) = lim z,, pokud limita existuje.
n—oo
e Pokud z,, <y, pro vSechna n, pak L((x,)) < L((yn)).
o L(xy,x9,23,...) = L(xa,x3,24,...) pro kazdé (x,) € £*°.
Navod: Pouzijte Vétu II.2 z predndsky na funkciondl (x,) — lim x, na c (tj. na podprostoru
n—oo
tvoreném konvergentnimi posloupnostmi) a sublinedrni funkciondl p((z,)) = limsup (214 -+
n—oo

Priklad 11. Ukazte, ze Banachova limita z predchoziho piikladu nemuze spliovat L((z,y,)) =
L(x,)L(y,) pro kazdou dvojici (x,,), (y,) € £*°.

Navod: Ukazte, Ze nutné L(1,0,1,0,...) = %
Piiklad 12. Necht H je Hilbertiv prostor a Y C H jeho podprostor. Ukazte, Ze pro
kazdy funkcional f € Y™ existuje pravé jeden funkcional ¢ € H* stejné normy, ktery
rozsituje f.

Navod: Ukazte, Ze nutné g =0 na Y .

Piiklad 13. Najdéte podprostor Y C ¢! a f € Y*, pro ktery existuji dvé ruzna rozsifeni
na /', kterd maji stejnou normu.

Priklad 14. Necht X je normovany linedrni prostor a A C X. Ukazte, ze (A1), =
spanA. (Zde A* = {f € X*;f(z) = Oprox € A} a analogicky pro B C X* je
B, ={z € X; f(x) =0 pro f € B}, viz oddil IIL.1.)

Navod: Pouzijte Dusledek I1.10 z predndsky.



Piiklad 15. Necht X je normovany linedrni prostor. Pro A € X a B C X* polozme
A ={f e X"Ref(z) <1proaze A},
B, ={z € X;Re f(z) <1pro f € B}.

Ukazte, ze pro A C X plati (A%), = conv (AU {0}).

Navod: Rozmyslete si, Ze inkluze D je snadnd. Pro dikaz opacné inkluze pouzijte Vétu I1.11(2)
pro oddéleni bodu od conv (AU {0}).

Piiklad 16. Necht X je normovany linedrni prostor. Pro A € X a B C X* polozme
A" ={f e X% |f(z)| < L proz € A},
B, ={x € X;|f(z)] < 1pro f € B}.

Ukazte, ze pro A C X plati (A°), = aco A, kde aco oznacuje absolutné konvexni obal, tj.
nejmensi absolutné konvexni mnozinu, ktera obsahuje A.

Navod: Rozmyslete si, Ze inkluze D je snadnd. Pro dukaz opacné inkluze pouzijte Vétu I1.11(2)
pro oddélend bodu od aco A. Podobnou metodou jako v Dukazu Veéticky I1.4 ukaZte, Ze lze redinou
¢ast nahradit absolutni hodnotou.

Piiklad 17. Necht X je normovany linedrni prostor.
(1) Ukazte, ze, je-li X* separabilni, je i X separabilni.
(2) Necht X je separabilni. Musi byt i X* separabilni{?

Navod: (1) Necht {fn;n € N} je hustd v X* a neobsahuje nulu. Pro kazdé n necht x,, € X je
takové, ze fn(xy) # 0. Pomoci predchoziho prikladu ukazte, Ze span{x,;n € N} = X, a z toho
odvod'te separabilitu. (2) PouZijte konkrétni podobu dudlnich prostori z oddilu I1.3 z predndsky.

Piiklad 18. Necht X = ¢y nebo X = (? pro né&jaké p € [1,00) (uvazujme prostory nad
R). Necht & = (x,) € X je prvek, jehoz vSechny soufadnice jsou kladné, a y = (22) € X.
Polozme

A={z=(z,) € X;VneN:z, >0}, B ={—x +ty;t € R}.

Ukazte, ze A a B jsou disjunktni uzaviené konvexni podmnoziny X, které neni mozné
oddélit nenulovym prvkem X*.

Navod: Postupujte sporem: Necht f € X*\ {0} splriuje sup f(B) < inf f(A). UkaZte, Ze nutné
f >0 na A ainf f(A) = 0. Funkciondl f lze reprezentovat prislusnou posloupnosti (prvkem
' resp. 09, kde % + % =1, viz oddil 1I.3), ukazte, Ze vSechny prvky této posloupnosti musi bijt
nezdporné. Z predpokladu inf f(B) < 0 odvod’te f(y) =0, a odtud f =0, coz ddvd spor.

K opDiLU 11.2 — VNORENI DO DRUHEHO DUALU A REFLEXIVITA

Piiklad 19. Nechf X je komplexni normovany linearni prostor. Piipomenme, 7ze Xz je
jeho redlna verze a ze zobrazeni ¢ : (X*)g — (Xg)* definované predpisem ¢(f)(z) =
Re f(z) (f € (X*)r, © € Xg) je dle Tvrzeni 1.47 z prednédsky linedrni izometrie mezi
realnymi Banachovymi prostory (X*)g a (Xg)*. Pro F' € (X*)g definujme zobrazeni
Y(F) : (Xg)" — R predpisem ¢(F)(g) = Re F(¢™'(g)) pro g € (Xgr)".

(1) Ukazte, ze ¥ je linedrni izometrie (X**)g na (Xg)**.

(2) Ukazte, ze 1 o scx = sx, (kde »x je kanonické vnoteni X do X** uvazované jako

zobrazeni mezi redlnymi prostory Xz a (X*)g).
(3) Ukazte, ze X je reflexivni, pravé kdyz Xg je reflexivni.



Piiklad 20. Necht K je nekonec¢ny kompaktni metricky prostor.

(1) Ukazte, ze v K existuje prosta konvergentni posloupnost.

(2) Ukazte, ze pro kazdé = € K vzorec 6,(f) = f(x), f € C(K), definuje spojity
linearni funkcional normy 1.

(3) Ukazte, ze pro x1,...,z, € K razné a ¢, ...,c, € F plati

n
= lejl.
j=1

(4) Necht (x,) je posloupnost z bodu (1) s limitou z € K. Uvazme
Y = span{0,, 6z,, 0y, ... } C C(K)™.
Ukazte, ze prvky 64,0z, 0sy, - .. jsou linedrné nezavislé a ze funkcional ¢ : Y — F,
ktery prvku Y pritadi jeho koeficient u d,, je spojity na Y (a ma normu 1).
(5) Ukazte, ze zadné rozsiteni ¢ na C(K)* (tj. na prvek C(K)**) nepatii do s(C(K))
a z toho odvod'te, ze C(K) nenf reflexivni.

n

Z cj(;xj

J=1

Navod: (3) Pro dikaz merovnosti > wvyuZijte Lemma I1.22 z pFedndsky. Necht d je metrika
na K. Najdéte r > 0, Ze Bq(xj,r), j =1,...,n jsou disjunktni, a s vyuZitim bodu (b) lemmatu
najdéte funkci f € C(K) takovou, Ze ||f|l.o =1 a c¢;jf(xj) = |cj| proj =1,...,n. (4) Linedrni
nezdvislost odvod'te z (3), stejné jako normu . (5) Necht rozsireni je tvaru s(f). Spoctéte
hodnoty f v bodech x a xi, k € N, a ukazte, Ze f nemiZe byt spojitd.

Piiklad 21. Necht K je nekoneény kompaktni metricky prostor, posloupnost (z,) a x
necht jsou jako v predchozim piikladu. Ukazte, ze funkciondl ¢ = d, — > 7, 2%5% ma
normu 2 a své normy nenabyva. Odtud znovu odvod'te, ze C(K) nenf reflexivni.

Navod: Pro vypocet normy pouZijte bod (3) predchoziho prikladu. Predpoklddejme, Ze norma
se nabyvd v néjaké funkci f € Be(gy. Ukazte, Ze f nemiZe byt spojitd v bodé x.
K opDfLU I1.3 — REPREZENTACE DUALN{CH PROSTORU

Priklad 22. Ukazte, ze ¢j* je izometricky £*° a ze kanonickému vnoteni odpovida identické
zobrazeni cq do £°°.

Navod: PouzZijte Vétu 11.17.

Piiklad 23. Necht ¢ je prostor konvergentnich posloupnosti z Pifkladu I.6. Ukazte, Ze c*
je izometricky ¢! a piislusnou izometrii popiste.
Navod: Uvaste zobrazeniT : £*(NU{oo}) — ¢* definované predpisem T(f)((zr)) = Yoy f(k)xp+



Piiklad 24. Necht I je nespoéetnd mnozina. Pro kaZdou z niZze uvedenych o-algeber ¥ a
mér p popiste prostory LT, 3, p), L=¥(T, %, u) a (LY(T, 3, u))*. V kterych pifpadech je
zobrazen{ @ : L°°(T', %, u) — (LY(T, %, u))* z Veéty 11.19 z piedndsky izometrie a v kterych
pripadech je na?
(1) X jsou vSechny podmnoziny I', 1 je pocitaci mira (tj. pro koneéné mnoziny déva
pocet prvku, pro nekonetné mnoziny déva oo).
(2) ¥ ={A CT};A je spocetna nebo I' \ A je spocetnd}, p je zizeni pocitaci miry na

2.

(3) X je jako v bodé (2), u(A) = 0 pro spocetnou A a u(A) = oo, pokud I'\ A je
spocetna.

(4) ¥ je jako v bodé (2), u(A) = 0 pro spocetnou A a u(A) = 1, pokud I' \ A je
spocetna.

(5) X jsou vsechny podmnoziny T', u(0) = 0 a u(A) = oo pro A # 0.

Piiklad 25. Necht (2, %, ) je prostor s mirou. Uvazme zobrazeni ® : L®(T, %, u) —
(LY(T, 3, p))* z Vety 11.19.
(1) Ukazte, ze ® je izometrie do, pravé kdyz plati podminka
VAe X, u(A)>03dBeX: BC A& 0< u(B) < oc.

(Takové mite se tika polokonecna.)
(2) Ukazte na protiptikladu, ze ani pro pfipad polokonetné miry nemusi byt ® na.
(3) Predpoklddejme, ze existuje systém (£2;);es s vlastnostmi
(a) Mnoziny §; jsou po dvou disjunktni a {J,.; €2 = &;
(b) pro kazdé j € J plati Q; € ¥ a 0 < p(£2;) < oc;
(c)proACQplati Ace X e VjeJ: ANQ; e X.
Ukazte, ze ® je izometrie na.

Navod: (1) PouZijte metodu prislusné casti dukazu Véty I1.19. (2) PouZijte vhodny bod predchoziho
prikladu. (3) Modifikujte dikaz pro o-konecny pripad.

Piiklad 26. Uvazme zobrazeni ¥ : B,([0,1]) — M([0,1])* a YT : £°(]0, 1]) — M(]0, 1])*
dana ptredpisem

() () = - fdp, e By([0,1]), p € M([0, 1]);
Z f@) - p{t}),  fe=((0,1]), p € M([0,1]).

(1) Ukazte, ze ¥ je hnearnl izometrie B, ([0, 1]) do M([0, 1])*.

(2) Ukazte, ze ztzeni ¥ na C([0, 1]) odpovida kanonickému vnoteni C([0, 1]) do druhého
dudlu (pfi identifikaci C(]0, 1])* s M([0,1]) dle Vety 11.23).

) Ukazte, ze T je linedrni izometrie £>°([0, 1]) do M(]0, 1])*.

) Ukazte, ze £2°([0,1]) C By([0,1]) a ze pro f € £2°([0,1]) je W(f) = T(f).

) Ukazte, ze ¥(1) neni v oboru hodnot 7.

) Ukazte, ze T(1) neni v oboru hodnot V.

(7) Ukazte, ze (¥(By(]0,1]))). = {0} a popiste (Y (£>(]0,1])))..

Navod: (5) Uvazte hodnotu na Lebesgueové mire. (6) Predpoklidejme, ze W(f) = Y(1). Apli-
kaci na Diracovy miry odvodte, Ze nutné f = 1. Ndsledné ukazte, Ze W(1) # Y(1). (7) Pro pruni
rovnost pouzijte vysledek (2).

(3
(4
(5
(6



Priklad 27. Necht (X,,) je posloupnost Banachovych prostori.
(1) Ukazte, ze ((BnenXn)e,)* je izometricky (B,enX,:) e a popiste piislusnou izometrii.
(2) Necht p € [1,00) a g € (1, 0] jsou takovd, ze %+% = 1. Ukazte, Ze ((BnenXn)ew)*
je izometricky (BnenX))w a popiste prislusnou izometrii.
(3) Necht p € (1,00). Ukazte, Ze prostor (B,enX,)er je reflexivni, prave kdyz kazdy z
prostoru X, je reflexivni.

Navod: PouZijte metodu dukazu Véty I1.17 a Dusledku I1.18 z predndsky.

Priklad 28.

echt (z,) € ¢'. Ukazte, ze funkciondl na ¢y reprezentovany posloupnosti (x,) (ve

1) Necht 01, Ukazte, Ze funkcional t 7 1 ti
smyslu Véty 11.17 z prednasky) nabyva své normy, pravé kdyz jen kone¢né mnoho
jeho soutadnic je nenulovych.

(2) Necht (z,) € ¢£*. Ukazte, ze funkciondl na ¢! reprezentovany posloupnosti ()
(ve smyslu Véty I1.17 z pFednasky) nabyva své normy, pravée kdyz existuje m € N,

pro které |z,,| = ||(zn)]| .-

Priklad 29. Necht p je o-konecnd mira a f € L>(u). Ukazte, ze funkciondl na L'(u)
reprezentovany funkci f (ve smyslu Véty 11.19 z prednasky) nabyva své normy, praveée
kdyz mnozina {x € Q;|f(z)| = || f| ..} ma kladnou miru.

Piiklad 30. Necht K je kompaktni metricky prostor a u € M(K,R). Ukazte, ze funk-
ciondl na C(K,R) reprezentovany mirou p (ve smyslu Véty 11.23 z prednasky) nabyva
své normy, prave kdyz existuji disjunktni uzaviené mnoziny Fy, Fp C K takové, ze u* je
nesend Fy a p~ je nesend Iy (tj. pt (K \ F1) =0a pu (K \ Fy) =0).

Navod: Pro implikaci < pouZijte Lemma I1.22(b) z predndsky. Pro opacnou implikaci wvaite
f, v niz se norma nabyvd a ukazte, ze lze vzit Fy = f~1(1) a Fy = f~1(-1).
K oDpDILU I1.4 — SLABA A SLABA* KONVERGENCE
Piiklad 31. Necht X a Y jsou normované linedrni prostory a T' € L(X,Y). Ukazte, Ze
T, v X = T(x,) — T(r) vY.
Navod: Je-li f € Y*, pak foT € X*.

Piiklad 32. Nechf X je komplexni normovany linedrni prostor a Xp jeho redlna verze.
Dokazte, ze
Ty — v X <=1, — 2V Xz

Navod: Pouzijte Tvrzeni 1.47(d,e).
Piiklad 33. Nechf X je normovany linearni prostor a z, — x. Ukazte, Ze existuje

posloupnost (y,), kterd spliuje

e y, € conv{zg; k>n}proneN;
® Uy, = XT.

Navod: Z Twurzeni I1.26 plyne, Ze x € conv {zy; k > n} pro kazdé n € N.

Piiklad 34. Necht X je Hilbertuv prostor a (e,) je ortonormalni posloupnost v X.
Ukazte, ze posloupnost (e,) konverguje slabé k nule.

Navod: PouZijte reprezentaci dudlu Hilbertova prostoru (Véta I1.15) a Besselovu nerovnost

(Véta 1.35).



Priklad 35. Necht X = ¢y nebo X = ¢, kde p € (1,00). Ukazte, ze posloupnost (e")
kanonickych jednotkovych vektoru slabé konverguje k nule.

Navod: PouZijte reprezentact dudlu z Véty I1.17.

Piiklad 36. Nechf X = (*. Ukazte, Ze posloupnost (e") kanonickych jednotkovych
vektoru slabé konverguje k nule.

Navod: PouZijte predchozi priklad a Tvrzeni I1.24.

Piiklad 37. Necht X = ¢y. Ztotoznéme X* = ¢* podle Véty I1.17.

(1) Ukazte, ze posloupnost (e") kanonickych jednotkovych vektora v X* slabé* kon-
verguje k nule, ale nema slabou limitu.

(2) Ukazte, ze neexistuje posloupnost konvexnich kombinaci prvku e”, kterd silné kon-
verguje k nule, a tedy analogie Tvrzeni I1.26 pro slabou™ konvergenci neplati.

Navod: (1) Pruni tvrzeni dokaZte s pouZitim reprezentace z Véty 11.17. Dadle, dle téze véty lze
ztotoznit X** = (> a tento prostor obsahuje posloupnost konstantné rovnou jedné. (2) Kazdd
konvexni kombinace kanonickijch vektori md normu 1.

Piiklad 38. Necht X = C([0,1]).
(1) Necht (f,,) je posloupnost v X a f € X. Ukazte, 7e

fn = f < (fa) je omezend a Vt € [0,1]: f.(t) — f(t).

(2) Najdéte posloupnost (f,,) v X, bodové konverguje k nule, ale neni omezend. Z toho
odvod'te, ze v bodé (1) nelze skrtnout podminku omezenosti.

Navod: (1) Pro implikaci = pouzijte Dusledek II.30. Pro implikaci < pouZijte Vétu I1.23 a
Lebesgueovu vétu o zaméneé limity a integrdlu.

Piiklad 39. Necht X = (cop, [|[|,,), kde p € [1,00].

(1) Ukazte, ze X je netplny normovany linedrni prostor, a popiste jeho ziplnéni.

(2) Popiste reprezentaci X* jako prostoru posloupnosti.

(3) Necht (e,) je posloupnost kanonickych jednotkovych vektoru v X* (reprezentuji
soufadnicové funkcionély). Ukazte, ze pro kazdou ¢iselnou posloupnost (c,) plati
Cn€n 0 v X

(4) Z predchoziho bodu odvod'te, ze Dusledek I1.30(b) neplati pro netiplné prostory
X.

Navod: (2) Dudaly k X a k jeho ziplnéni splyvaji (viz Tvrzend 1.15).

Piiklad 40. Necht (a,) je ¢iselnd posloupnost.
(1) Necht p € [1,00). Piepoklddejme, ze pro kazdé (x,) € ¢ fada Y -, apxy konver-
guje. Ukazte, ze (a,) € %, kde g € (1, 00| spliuje % + % =1.
(2) Prepoklddejme, ze pro kazdé (z,) € ¢y fada Y .-, ayx), konverguje. Ukazte, ze
(a,) € (.

Navod: Aplikujte princip stejnomérné omezenosti na posloupnost (fy), kde fr,((xr)) = > p_q akTk-

Priklad 41. Necht H je Hilbertuv prostor. Ukazte, Ze pro posloupnost (z,) v H az € H
plati
T, = T = |2, = 2] & 2, — 2.

Navod: Pro implikaci < z podminek na pravé strané odvodte {(x, — x,x, — x) — 0.



Priklad 42. Necht 2 < p < co a X = LP(u) (redlny piipad). Ukazte, Ze pro posloupnost
(fn) v X afeX plati

fo= f= Il = Il & fo — f.

Navod: Implikace = je snadnd, opacnou implikaci lze dokdzat ve dvou krocich. Jako proni
krok ukazte, Ze existuje A > 0, Ze pro kazdé t € R plati |1 + t|P > 1+pt+ Alt|P (pomoci vysetrent

pribéhu funkce w;# a citatele tohoto zlomku). Jako druhy krok nerovnost aplikujte pro
t= %, vyndsobte |f|P a zintegrujte. PouZijte predpoklady a odvod’te zdvér.

Piiklad 43. Necht 1 < p <2 a X = LP(u) (redlny pifpad). Ukazte, Ze pro posloupnost
(fn) v X afeX plati

fo=r f= Il = Il & fo — f.

Navod: Implikace = je snadnd, opacnou implikaci lze dokdzat ve trech krocich. Jako proni
krok ukazte, Ze emistuje A > 0, Ze pro kazdé t € R plati |1 +t|" > 1+ pt + Amin{[t|?, |t|"}
(analogicky jako v predchozim prikladu). Druhy krok je stejny jako v prechozim prikladu, jen
vyjde \ﬁ'fn*f‘z‘f” |fn — fIP + f[lfn*f|<|f\] |fo — FI2IfIP~2 — 0. Treti krok spocivd v postiehu, Ze
f[lfnff|<.|f\] |fn — fIP < j‘[lfn*f|<|f‘] o — fIIfIP @ ndsledném pouziti Cauchy-Schwarzovy ne-
TOUNOSTL.

Piiklad 44. Ukazte, ze tvrzeni z predchozich dvou ptikladu plati i v komplexnim pripadeé.

Navod: Necht X = LP(Q, X, u; C). Dle Prikladu 32 staci tvrzeni dokdzat pro Xg. Ukazte, Ze
Xpg je izomorfni LP(QV, X 1/;R), kde Q' = Q x {0,1} a X' a i jsou definovdiny prirozenym
zpusobem.

Piiklad 45. Ukazte, Ze v prostoru ¢! splyva slabd a normova konvergence posloupnosti
(tj. £ ma Schurovu vlastnost).

Navod: Postupujte sporem: Pokud ne, pak v (' existuje posloupnost (xy), kterd slabé kon-
verguje k nule a pritom existuje takové ¢ > 0, Ze ||xk| > ¢ pro kazdé k € N. Protoze (xy) je
omezend, bez ujmy na obecnosti ||x|| = 1 pro kazdé k. Ze slabé konvergence plyne konvergence na
kaZdé souradnici. Pomoci matematické indukce zkonstruujte rostouci posloupnosti prirozengch
cisel (kj) a (my), Ze Zﬁ]ﬂtiﬂ |xkj ()] > 3. Ndsledné najdéte p € £ = (*)*, aby ‘(p(wk])‘ > 1
pro kaZdé j a z toho odvodte spor.

Piiklad 46. Ukazte, ze prostory co, £¥ pro p € (1,00] a C([0,1]) nemaji Schurovu vlast-
nost.

Navod: V kaZdém z téchto prostori najdéte posloupnost na jednotkové sfére, kterd slabé kon-
verguge k nule. Pro C(]0,1]) vyuZijte Priklad 38(1).

Piiklad 47. Ukazte, ze nekoneénédimensionalni Hilbertuv prostor nema Schurovu vlast-
nost.

Navod: Pouzijte Priklad 34.
Priklad 48. Ukazte, ze prostor L'([0, 1]) nemé Schurovu vlastnost.

Navod: Necht T : L?([0,1]) — L'([0,1]) je identita. Uvazte ON bdzi (f,) prostoru L?([0,1])
zndamou z teorie Fourierovych tad a uvazte posloupnost (T fy).

Piiklad 49. Necht X je reflexivni prostor nekonecné dimenze. Ukazte, Ze X nemd Schu-
rovu vlastnost.

Navod: Kdyby mél, pak z Véty I1.34 plyne, Ze Bx je kompaktni.



