I. Banachovy a Hilbertovy prostory
I.1 Zakladni znaceni, pojmy a priklady

Znaceni:
R ... téleso redlnych cisel
C ... téleso komplexnich cisel

F ... téleso R nebo C
Je-li X vektorovy prostor nad I, nulovy vektor zna¢ime o (a nékdy také 0).
Je-li X vektorovy prostor nad F, Y CC X znamend, ze Y je podprostor X.

Definice. Necht X je vektorovy prostor nad F. Zobrazeni ||-|| : X — [0, +00) se nazyva norma
na X, pokud pro kazdé x,y € X a X € [ plati:
(i) ||z|| = 0 pravé kdyz = = o.
(i) (Al = A - ] (homogerita)
(iii) ||z 4+ y|| < ||z]| + ||y (trojhhelnikovéd nerovnost)
Je-li ||-|| norma na X, fikdme, ze dvojice (X, ||-||) je normovany linearni prostor nad F.

Poznamky: (1) Normovany linedrni prostor nad R se nazyva redlny normovany linearni prostor;
normovany linearni prostor nad C se nazyva komplexni normovany linedrni prostor. Rikame-li pouze
normovany linedrni prostor, myslime tim bud realny nebo komplexni normovany linearni prostor.

(2) Je-li norma na X déna a nehrozi nedorozuméni, fikdme, ze X je normovany linearni prostor.

Véticka 1. Je-li (X, ||-|) normovany linedrni prostor, pak zobrazeni
p:X xX — [0,+00) definované predpisem

P(%y)z”x—yH, ':E?yEX?

je metrika na X. Rik4 se ji metrika indukovana normou.

Poznamky: (1) Kazdy normovany linearni prostor je tedy zaroven metrickym prostorem. Proto
mizeme mluvit o otevienych a uzavienych mnozinach, omezenych mnozinach, kompaktnich
mnozinach, konvergenci posloupnosti, spojitosti zobrazeni, hustych podmnozinéach, separabilité
atp. Vsechny tyto pojmy uvazujeme vzhledem k metrice indukované normou.

(2) Kazdy normovany linearni prostor je zaroven vektorovym prostorem. Proto mizeme mluvit
o podprostorech, konvexnich podmnozinéach, linearnich zobrazenich atp.

Definice. Normovany linearni prostor, ktery je aplny v metrice indukované normou, se nazyva
Banachav prostor.

Priklad 2.

(1) Prostor F je separabilni Banachuv prostor, pokud za normu povazujeme absolutni hod-
notu.

(2) Necht n € N. Prostor F™ je separabilni Banachiv prostor, pokud jej uvazujeme s
eukleidovskou normou, tj. s normou

1@1s- o wm)lly =Vl oo+ fonl®s (@1, 20) € F



Priklad 3.

(1)

Je-1i T’ libovolna mnozina, ozna¢me
B(I',F)={f:T — F; f omezena}.

Pak B(I',F) je vektorovy prostor nad F. Pokud na ném definujeme normu |-||_ pfed-
pisem

1 flloo =sup{|f(7v);v €T}, feB(),

dostaneme Banachiiv prostor. Nadéle ho budeme znacit £>°(I',F) nebo jen £>°(I") (pokud
F je bud dano nebo neni podstatné). Konvergence posloupnosti v £>°(I") splyva se
stejnomérnou konvergenci na I'.

Prostor (>°(N) znac¢ime ¢*° a interpretujeme jako prostor omezenych posloupnosti. Pros-
tor £°° neni separabilni.

Je-li T' konecnda mnozina o n prvcich, prostor (*°(I') interpretujeme jako prostor F"
opatreny normou

|(z1,. ., 2n) |l = max{|zi], ..., |zal},  (T1,...,25) € F".

Tento prostor je separabilni.

Véticka 4.  Necht (X, ||-||) je normovany linedrni prostor a 'Y je podprostor X. Pak (Y, ||-||) je
normovany linearni prostor. Je-li X Banachuv prostor, pak Y je Banachiv prostor (tj. uplny),
pravée kdyz Y je uzavieny v X.

Piiklady 5.

(1)

Je-1i T' metricky (nebo obecnéji topologicky) prostor, znacime
Co(T,F)={f:T — T, f je spojita a omezena}.

Pak Cy(T,F) je uzavieny podprostor {>°(T,T), je to tedy Banachiiv prostor. (Casto
piseme jen Cyp(T).)

Je-li K kompaktni metricky (nebo obecnéji Hausdorffiiv kompaktni topologicky) prostor,
pak kazda spojita funkce na K je omezena. Misto C,(K) piSeme jen C(K). Je-li K
kompaktni metricky prostor, je prostor C(K) separabilni.

Necht ¢y oznacuje prostor vSech (redlnych nebo komplexnich) posloupnosti, které maji
limitu 0. Pak ¢y je uzavfeny podprostor {*°, je to tedy Banachiiv prostor. Prostor cgy je
separabilni.

Je-1i ' libovolna mnozina, oznac¢me

o F)={f:T =>TF;Ve>0:{yel;|f(y)| > e} je konecna}.

Pak co(T', F) je uzavieny podprostor £>° (T, ), je to tedy Banachiiv prostor. Casto tento
prostor budeme znacit jen co(I"). Prostor co(N) splyva s prostorem cq. Je-liI" nespocetna,
je prostor co(I") neseparabilni.
Necht

Cl([0,1]) = {f : [0,1] — F; f' je spojitd na [0,1]},

kde f' oznac¢uje derivaci funkce f (v krajnich bodech jednostrannou). Pak C1([0,1]) je
separabilni Banachiv prostor, pokud normu definujeme jako

1£ller = 1flle + I1f/ll oo = max{[f ()| z € [0, 1]} + max{[f(x)|;z € [0,1]}.



Znaceni: Necht X je normovany linearni prostor, x € X a r > 0. Pak znac¢ime

e B(z,r)={y € X;|ly — x| <r} (uzaviend koule o stiedu = a poloméru r)
o U(x,r)={y € X;||ly — z|| < r} (oteviena koule o stiedu = a poloméru r)
e Bx = B(o,1) ={y € X;||y|| <1} (uzaviena jednotkova koule)

e Ux =U(o,1) ={y € X;|ly|| <1} (oteviend jednotkové koule)

e Sx ={y € X;|ly|| = 1} (jednotkova sféra)

Poznamka:
e B(z,r) (atedy i Bx) je uzaviena konvexni mnozina.
o U(x,r) (atedy i Ux) je oteviend konvexni mnozina.
e Sx je uzaviend mnozina.

Véticka 6 (norma a jednotkova koule).

(1) Necht X je vektorovy prostor nad F a q : X — [0,00) spliiuje vlastnosti (i) a (ii) z
definice normy. Pak q je norma, pravé kdyz mnozina {z € X;q(z) < 1} je konvexni.
(2) Necht X je normovany linearni prostor. Pak normu lze vyjadrit vzorcem

|z|| = inf{t > 0;% -z € Bx} = inf{t > 0;%-x € Ux}.

Priklad 7. Necht n € N. Prostor F" je separabilni Banachtv prostor, pokud jej uvazujeme
s nékterou z norem ||-||,,, p € [1, 00), kde

H(xb s 7xn)Hp = (‘$1|p +ot |xn|p)1/p, (.’131, s ,.’17”) eF".

Véticka 8.  Necht (X, ||||) je Banachiv prostor. Necht funkce ¢ : X — [0,+o0] spliuje
nasledujici vlastnosti:

(a) ¢ spliiuje axiomy normy (pri¢emz bod (ii) se pozaduje jen pro X\ # 0);

(b) ¢(x) > ||x| pro kazdé x € X;

(c) ¢ je zdola polospojitda na X, tj. {z € X; ¢(x) < ¢} je uzaviena v X pro kazdé c € R.
Oznacme Y = {x € X;¢(x) < +o0}. Pak (Y, ¢) je Banachiiv prostor.
Priklady 9.

(1) Necht T je libovolna mnozina a p € [1,00). Definujme

) = {f:T =53 [F()IF < +oc},

yel
Pak (P(T") je Banachiiv prostor, pokud definujeme normu predpisem

1/p
IFl, = [ Do IfFP ] feer(D).

yel

Misto ¢P(N) piseme jen (P. Prostor (P je separabilni. Je-li I' nespocetna, je ¢P(T)
neseparabilni.



(2) Necht K je kompaktni metricky (nebo obecnéji Hausdorffiiv topologicky) prostor. Necht
M(K,R) znaci prostor vsech kone¢nych znaménkovych regularnich borelovskych mér na
K a M(K,C) prostor vsech komplexnich regularnich borelovskych mér na K. V obou
pripadech definujme normu predpisem

|l = || (K) = sup Z \u(Bj)|; Bi,. .., B, C K po dvou disjunktni borelovské
j=1

Pak M(K,R) je realny Banachiv prostor a M(K,C) je komplexni Banachiiv prostor.
Souhrnné znac¢ime M(K,F) nebo jen M(K).

P¥iklad 10.  Necht (2, X, 1) je prostor s nezapornou mirou. Ozna¢me L°(Q, 3, u; F) vek-
torovy prostor vSech Y-méritelnych funkci na ) s hodnotami v F. Na tomto prostoru uvazujme
ekvivalenci definovanou rovnosti p-skoro vsude. Necht L°(Q2, 3, u;F) znaci vektorovy prostor
véech t¥id této ekvivalence. Pro [f] € L°(Q, %, u; F) oznac¢me

1/p
0, = ([ 17 an) " prope e
I[f1ll.. = esssup |f| = inf{c > 0;|f| < ¢ p-skoro vSude}.
Q

Pak pro kazdé p € [1, 00| je prostor
LP(Q, 3, 1 F) = {[f] € L(Q, 2, s F); [[[£1l, < o0}
Banachtv prostor, je-li opatfen normou ||-||,.
Nevede-li to k nedorozumeéni, piSeme jen LP(Q2, 3, 1), pfipadné LP(u) nebo LP(2). Rovnéz
obvykle piseme f misto [f].
Je-1i @ C R™ borelovskda mnozina, pak prostorem LP()) rozumime prostor LP(Q2, 3, ), kde ¥

je o-algebra borelovskych podmnozin ) a i je ziizeni n-rozmérné Lebesgueovy miry na 3. Pro
p € [1,00) je tento prostor separabilni.

Véticka 11 (spojitost operaci).  Necht (X, ||-||) je normovany linedrni prostor nad F. Pak
e flzlls (@ y) = ety (M) = A
jsou spojita zobrazeni (po fadé X - R, X x X - X, Fx X — X).

Tvrzeni 12 (charakterizace ekvivalentnich norem).  Necht X je vektorovy prostor a |||,
||| jsou dvé normy na X. Pak nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
(i) Normy ||-||; a |||, urcuji stejné oteviené mnoziny. (Tj. identické zobrazeni na X je
homeomorfismus (X, ||-||;) na (X, |-]|,)-)
(ii) Existuji konstanty c,d > 0, Ze pro vSechna x € X plati

cllzfly < flzfly < dffaf]; -
(iii) Existuji konstanty c,d > 0, Ze pro vSechna x € X plati
¢ Bx,,) € By © & Bex),)-

Definice. Normy ||-||; a ||-||, na vektorovém prostoru X se nazyvaji ekvivalentni, jestlize spliuji
nékterou z (ekvivalentnich) podminek v Tvrzeni 12.

Priklad 13. Pro kazdé x € F™ a kazdé p € [1,00) plati
|2/l < ll2ll, < n'? 2], -

Tedy vsechny normy ||-||,,, p € [1,00], jsou na F" navzdjem ekvivalentni.



