1.3 Prostory se skalarnim soucinem a Hilbertovy prostory

Definice. Necht X je vektorovy prostor nad F. Skalarnim soucinem na X rozumime
zobrazeni (-,-) : X x X — F, které ma néasledujici vlastnosti:

(i) (z+y,2) = (x,2)+ (y,2) pro z,y,z € X.

(ii)) (A\z,y) = A(z,y) prox,y € X a XA €F.

(iii) (y,z) = (z,y) pro z,y € X.

(iv) (z,xz) > 0 pro z € X.

(v) Pro x € X plati (x,x) =0, pravé kdyz = = o.
Dvojici (X, (-,-)) nazyvame prostor se skalarnim souc¢inem nebo téz unitarni prostor. Je-li
skaldrni soucin dan, pak piseme jen X misto (X, (-,-)).

Poznamky:

e Podminky (i) a (ii) fikaji, ze zobrazeni = — (z, z) je linearni pro kazdé z € X.

e V pfipadé F = R fikaji podminky (i)—(iii), Ze (-,-) je symetrickd bilinedrni forma,
podminky (iv) a (v) pak fikaji, ze tato forma je pozitivné definitni.

e V piipadé F = C plyne z podminek (i)—(iii), Ze zobrazeni z — (z, x) je sdruZené linearni,
skalarni soucin je tedy pozitivné definitni hermiteovska seskvilinearni forma.

Lemma 21 (Cauchy-Schwarzova nerovnost).  Necht (X, (-,-)) je prostor se skalarnim

soucinem. Pak pro kazdé x,y € X plati

Rovnost plati, pravé kdyz vektory x a y jsou linearné zavislé.

Tvrzeni 22 (norma indukované skaldrnim soucinem).  Necht (X, (-,-)) je prostor se
skalarnim souc¢inem. Pro x € X polozme ||z| = \/{x,x). Pak ||| je norma na X.
Poznamky:

(1) Norma definovand v Tvrzeni 22 se nazyva norma indukovand skaldrnim soucinem.
Mame-li prostor se skalarnim soucinem, vzdy na ném uvazujeme indukovanou
normu, ¢imz se stava normovanym linearnim prostorem.

(2) Prostor se skalarnim soucinem, ktery je uplny v metrice indukované normou
indukovanou skalarnim soucinem, se nazyva Hilbertv prostor.

Priiklady 23. Nasledujici prostory jsou piiklady Hilbertovych prostorii:

(1) X =F" se skalarnim sou¢inem

n
(@,y) =) 27, =ycF"
j=1

(2) X = L*(Q,%, u) se skaldrnim soucinem

<f,g>:/gf§du, fog€ L3(QUT, p).



(3) X = {2 se skalarnim soucinem

((@r)ks (Yr)k) = Zxky_k:a (kK> (Yr)k € Lo
k=1

Tvrzeni 24 (polariza¢ni identita).
(a) Necht (X, (-,)) je redlny prostor se skalarnim souc¢inem a ||-|| je norma indukovang
skalarnim soucinem. Pak plati

1 2 2
(@y) =7 (le+ 9l =z —yl*) proz,yex

(b) Necht (X, (-,-)) je komplexni prostor se skaldrnim sou¢inem a ||-|| je norma indukovana
skalarnim soucinem. Pak plati

1 2 2 . .2 . .2
(w.9) = 7 (lo+9l” = llz = yl* +illo + iy)> = ille —iy]")  proz.y e X.

Disledek 25.

e Je-li X prostor se skalarnim soucinem, pak skalarni soucin je spojity jako zobrazeni
XxX —F.

e Je-li (X, ||]]|) normovany linearni prostor, pak existuje nejvyse jeden skalarni soucin
na X, ktery indukuje normu ||-|.

Tvrzeni 26 (rovnobéznikové pravidlo).  Necht X je prostor se skaldrnim soucinem a
||| je jim indukovana norma. Pak plati

2 2 2 2
Iz +ylI” + llz = ylI” = 2(l=” + [lyl")  proz,y e X.

Véta 27 (Jordan — von Neumann).  Necht X je normovany linearni prostor, jehoz
norma splnuje rovnobéznikové pravidlo (tj. rovnost z Tvrzeni 26). Pak je norma gen-
erovand néjakym skalarnim soucinem na X . (Tento skalarni soucin je jednoznac¢né urcen
vzorcem z Tvrzeni 24.)

Dusledek 28. Ziplnénim prostoru se skalarnim souc¢inem je Hilbertiv prostor.
Poznamka. Véta 27 plati i za slabsich predpokladu. Stac¢i predpokladat, ze X je
vektorovy prostor a ||-|| : X — [0,00) je takové zobrazeni, Ze pro kazdé z,y € X plati:
e ||z]| >0 proz € X\ {o}.
2 2 2 2
o lz+yll” + llz —yll” =2(|=[" + llyll") pro z,y € X.
e Pro kazdé x € X je funkce t — ||tx|| spojitd na R.
e Je-li X komplexni, pak ||iz| = ||z| pro z € X.
Pak jiz ||-|| je norma generovand skalarnim soucinem.



