V.2 Globalni vlastnosti holomorfnich funkci

Lemma 1. Necht Q C C je oteviena mnozina a f je funkce holomorfni na
Q. Pak funkce g : Q) x Q — C definovana predpisem
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je spojita na €2 x Q.

Véta 2 (globédlni Cauchyova véta).  Necht 2 C C je oteviend mnozina, I’
cykl takovy, ze (I') C Q a pro kazdé a € C\ Q je indr a = 0. Pak pro kazdou
funkci f holomorfni na €2 plati
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f(2)-indr z = 271m_ /1“ i(il})z dw, z € Q\ (D).

Poznamky: (1) Pokud [ f = 0 pro kazdou f holomorfni v 2, pak indra = 0
pro kazdé a € C\ (L.

(2) Je-li C\ Q je souvisla, jsou predpoklady véty splnény pro kazdy cykl v
Q.

Véta 3 (obecna reziduové véta).  Necht Q2 C C je oteviend mnozina, I' cykl
takovy, ze (I') C Q a pro kazdé a € C\ Q je indra = 0. Necht M C Q je
izolovana v Q, M N (') =0 a f je funkce holomorfni v 2\ M. Pak plati:

/f = 271 Z indr a - res, f.
r
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V sumé na pravé strané pritom je jen konecné mnoho nenulovych sc¢itancti.

Véta 4 (princip argumentu). Necht Q C C je oblast, I" cykl takovy, ze
(I') € Q a pro kazdé a € C\ Q2 jeindr a = 0. Necht f je funkce holomorfni na
2, ktera na (I') nenabyva hodnoty 0. Je-li a € §) kofenem funkce f, oznacme
Ny (a) jeho nasobnost. Pak plati:

> Nf(a)-indpazzim/rfTZL_Aplogf.
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a€f, f(a)=0



Véta 5 (Rouchéova véta).  Necht Q2 C C je oblast, I' cykl takovy, ze (I') C Q
a pro kazdé a € C\ Q jeindra = 0. Necht f a g jsou holomorfni na 2 a pro
kazdé z € (I') plati

1f(2) —g(2)] <|f(2)].

Pak (pfi znaceni z Véty 4)

Z N¢(a) -indra = Z Ny(a) - indr a.

a€Q, f(a)=0 a€Q,g(a)=0

Véta 6. Necht f je holomorfni na U(a, R), b = f(a) a funkce f —b md v
bodé a kotren nasobnosti p € N (tj. f nabyva své hodnoty v bodé a p-nasobné).
Pak existuje r € (0,R) a p > 0 tak, ze pro kazdé w € P(b,p) f nabyva
hodnoty w v pravé p riznych bodech z U(a,r).

Véta 7 (véta o otevieném zobrazeni). Necht Q C C je oblast a f je
nekonstantni holomorfni funkce na ). Pak f je oteviené zobrazeni, tj. f(G)
je oteviena podmnozina C pro kazdou G C ) otevienou.

Véta 8 (véta o lokélni existenci inverzni funkce).  Necht f je funkce holo-
morfni na okoli bodu a € C a f'(a) # 0. Pak existuje r > 0 s nasledujicimi
vlastnostmi:
(i) f je prosta na Ul(a,r);
(i) G = f(U(a,r)) je oteviena mnozina;
(iii) inverzni funkce f~! je holomorfni na G a pro kazdé » € G plati

Véta 9. Necht f je funkce holomorfni a prosta na oteviené mnoziné 2 C C.
Pak pro kazdé z € Q) je f'(z) # 0 a inverzni funkce k f je holomorfni na f(£2).



