I1.1 Mocninné rady - pripomenuti

Definice. Necht a € C a {¢,}72 je posloupnost komplexnich ¢isel. Nekone¢nou fadu
funkci tvaru

(M) S enz — a)"

nazyvame mocninnou fadou o stiedu a.
Polomérem konvergence fady (M) rozumime R € [0, +oo] definované vzorcem
oo
R = sup{r € [0, +00); Z len|r™ konverguje}.
n=0
Mnozinu

U(a,R)={z€ C: |z —a| < R},
pak nazyvame kruhem konvergence fady (M).

Véta 1.

(1) Kazda mocninna rada konverguje absolutné a lokdlné stejnomérné na svém
kruhu konvergence.
(2) Polozme L = limsup {/|c,|. Pak polomér konvergence rady (M) je

n—oo 1

R—{f’ L >0,
- | 400, L=0.

(3) Existuje-li lim %, rovnd se ¢islu L z predchoziho bodu.
n—oo n

(4) Mocninné fady Y .~ ncp(z—a)"tad o, (2 - a)" ! maji stejny polomér
konvergence jako rada (M).

Véta 2 (derivace a integrace mocninné fady).  Uvazujme fadu (M) a necht R > 0
jeji polomér konvergence. Definujme funkci f(z) =Y -, cn(z —a)”, z € U(a, R). Pak
plati:

(i) Funkce f je spojita na U(a, R).

(ii) Funkce f je holomorfni na U(a, R) a plati

() =300 nen(z —a)"H, z € U(a, R).
(iii) Funkce F(2) = > " yarg(2 — a)"*1 je holomorfni na U(a, R) a pro kazdé » €
U(a, R) plati F'(z) = f(z).

I1.2 Elementarni celé funkce
Definice. Pro z € C definujme

oo n

exp(z) = Z %

n=0

Funkci exp nazyvame exponencialni funkce, kratce exponenciala. Déle ozna¢me e = exp(1).

Véta 3 (vlastnosti exponencidlni funkce).  Plati:
(E1) Funkce exp je definovana na C, je na C holomorfni a plati exp’(z) = exp(z) pro

2) exp(0) = 1.

3) exp(z + w) = exp(z) - exp(w) pro z,w € C.
4) exp(z) # 0 pro z € C.
5) exp(z) = exp(Z) pro z € C.
6)
7)

Funkce exp zobrazuje R na interval (0, +00), je na R rostouct a (ryze) konvexni.
|exp(z)| = exp(Rez) pro z € C.



Definice. Pro z € C polozme

o cos(z) = eXp(iZH;Xp(_iz) (funkce kosinus);

o sin(z) = RU2)- eXp( 2) (funkce sinus);

e cosh(z) = w (funkce hyperbolicky kosinus);
e sinh(z) = M;xp(z) (funkce hyperbolicky sinus);

Véta 4 (vlastnosti goniometrickych a hyperbolickych funkei).
(1) Funkce cos, sin, cosh, sinh jsou definovany na C, pfi¢emz funkce cos a cosh jsou
sudé a funkce sin a sinh jsou liché.
(2) cos(0) = cosh(0) = 1, sin(0) = sinh(0) = 0.
(3) Funkce cos, sin, cosh, sinh jsou holomorfni na C a pro kazdé z € C plati:
cos'(z) = —sin(z)  cosh’(z) = sinh(z)
sin’(2) = cos(z) sinh’(2) = cosh(z)
(4) Pro kazdé z € C plati
cosh(iz) = cos(z), sinh(iz) =isin(z), exp(iz) = cos(z) + isin(z).
(5) Pro kazdé z € C plati:
2n

> (—1)"2n =z
cos(z) = Z () il (2)n)! cosh(z) = Z )l

n=0

o0 (_l)n 2n+1 0 2n+1

sin(z) = 7;) Tt sinh(z) = HZO 2nt 1)

(6) Funkce cos, sin, cosh a sinh nabyvaji na R realnych hodnot.
(7) Pro kazda z,w € C plati

cos(z + w) = cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w) cosh(z + w) = cosh(z) cosh(w) + sinh(z)
sin(z + w) = sin(z) cos(w) + cos(z) sin(w) sinh(z + w) = sinh(z) cosh(w) + cosh(z)

(8) Pro kazdé z € C plati
cos?(z) +sin®(z) = 1, cosh?(z) — sinh?(z) = 1.
(9) cos(2) <0, a tedy miizeme definovat
m=2-min{z > 0 : cos(z) = 0}.

Pak plati m < 4.

(10) Na intervalu [0, 5] je funkce sin rostouci a konkavni, funkce cos klesajici a
konkavni; sin(%) = 1.

(11) cos(m) = —1, sm( )=0.

(12) Pro kazdé z € C plati cos(z + m) = — cos(z), sin(z + m) = —sin(z).

(13) Funkce sin a cos jsou periodické s periodou 2m; funkce cosh, sinh a exp jsou
periodické s periodou 2m1.

(14) Necht z,w € C. Pak exp(z) = exp(w), pravé kdyz z — w je celo¢iselny nasobek
2mi.

(15) Necht z € C. Pak sin(z) = 0, pravé kdyz z je celociselny nasobek .

(16) Funkce exp zobrazuje C na C \ {0}.

sinh(w)
sinh(w)



