V.1 Laplaceova transformace — definice a zakladni vlastnosti

Znageni: Symbolem L] budeme znaé¢it mnozinu vSech funkci f s nésledu-
jicimi vlastnostmi:

(1) f je definovana skoro vSude na intervalu [0, 4+00) a jeji hodnoty jsou
komplexni ¢isla.

(2) Pro kazdé T € (0,+00) je f lebesgueovsky integrovatelna na [0, 7).

(3) Existuje ¢ € R takové, ze funkce t — f(t)e™ " patif do L(0, +00).
Poznamka: Necht f € L a ¢ € R splituje podminku z tietiho bodu. Pak
tuto podminku spliiuje i kazdé ¢’ > ¢. Oznacme ¢y infimum vsech ¢ spliiujicich
podminku z tfetiho bodu. Pak c¢; € [—00,+00) a infimum se miize a nemusi
nabyvat.
Véticka 1 (vlastnosti L7).

° Li" je komplexni vektorovy prostor.
o Je-li f € LT ak >0, pak i funkce g : t +— t* f(t) patii do LT, pficemz

CQZZCf.
o Je-li f € LT a~y € C, pakifunkce g : t — e f(t) patii do L], pficemz
cg = ¢y + Ren.

Definice. Laplaceovou transformaci funkce f € L] rozumime funkci £f defi-
novanou predpisem

+o00
Lf(p) :/ f(t)e Ptdt, p € C,Rep > cy.
0

Pokud se infimum v definici ¢y nabyva, definujeme Lf tymz vzorcem pro
p € C, Rep > cy.

Véta 2 (zékladni vlastnosti Laplaceovy transformace).  Necht f € L. Pak
plati:

(1) Pro kazdé c > cy je Lf omezend v poloroviné {p € C : Rep > c}.
(2) Pro kazdé ¢ > cy je plggo Lf(p)=0.

Rep>c
(3) Lf je holomorfni v poloroviné {p € C: Rep > cs} a

(Lf) (p) = L(=tf(t))(p) prop € C,Rep > c;.

Pokud se infimum v definici ¢y nabyva, plati (1) a (2) i pro ¢ = c¢; a navic je
Lf spojita na svém definicnim oboru.



Poznamky: (1) Pfi pocitani Laplaceovy transformace obvykle nepotiebu-
jeme znat presnou hodnotu cy. JelikoZz L£f je holomorfni, je urcena svymi
hodnotami na libovolné poloroviné tvaru {p € C : Rep > c}.

(2) Uvazme mnozinu funkci holomorfnich na néjaké poloroviné uvedého
tvaru, pricemz dvé takové funkce ztotoznime, pokud se rovnaji na néjaké
poloroviné téhoz tvaru. Na této mnoziné lze prirozenym zptisobem definovat
operace, s nimiz tvoii vektorovy prostor. (Jde o tzv. germy funkci.)

Véticka 3 (Laplaceova transformace nékterych funkei).
) L(1)(p) = 5, Rep > 0;

(1

(2) L(e**)(p) = pl Rep > Rea, a € C;

(3) L(t")(p) = n+1,Rep>0 n e N;

4) L) (p) = ,Ef’ﬁé? Rep >0, v € (—1,+00);

(5) L(t"e*)(p) = W,Rep>Rea aeC,neN.

Véta 4 (Laplaceova transformace a operace).

(1) L je linearni zobrazeni.
(2) L(f(at))(p) = 2Lf(R), f€ L, a>0.
(3) Necht f € LT a7 > 0. Definujme funkci f, piedpisem

0 t <,
fT(t):{f(t—T) t>T.

Pak Lf-(p) = _pTﬁf( ).
(4) L7 f(t))(p) = Lf(p—0), fELT,0€C.
(5) Necht f € L. Definujme funkci F piedpisem F(t) = fo f. Pak

F e LT a L(F)(p) = ;L£(f)(p).

(6) Necht f ma spojitou derivaci na [0, +00), pficemz v bodé 0 uvazujeme
derivaci zprava. Pokud f' € L, pak L(f")(p) = pLf(p) — f(0).

(7) Necht funkce f( ) patif do L{. PakifeL] a

(M) )= 1 cr

t r——4oo [p,p-H”]

(8) Necht f1, fo € L. Pak jejich konvoluce definovand vzorcem
(Fr* fa)(t /flt—ng rydr,  te0,+o0),

patii do LT a plati L(f1 * f2) = L(f1)L(f2).



