ITII.1 Krivky a krivkovy integral v C

Definice. Kfivkou v C rozumime spojité zobrazeni uzavieného intervalu do C, tj.
spojitou funkci ¢ : [a,b] — C, kde a < b jsou redlnd ¢isla. Je-li ¢ : [a,b] — C kiivka,
pak

e obrazem kiivky ¢ rozumime jeji obor hodnot, tj. mnozinu

(0) = ¢(la,b]) = {p(t) : t € [a,b]};

e pocatecnim bodem kiivky ¢ rozumime bod ¢(a), koncovym bodem bod ¢(b);

e kiivku ¢ nazyvame uzavienou, pokud ¢(a) = ¢(b);

e opacnou kfivkou k ¢ rozumime k¥ivku = ¢ : [—b, —a] — C definovanou vzorcem
= o(t) = p(=);

je-li navic ¢ : [¢,d] — C kfivka, pro kterou 1(c) = ¢(b), pak jejich spojenim
¢ + 1 rozumime kiivku definovanou na intervalu [a, b+ d — ¢] vzorcem

(1), t € a,0],

(p )0 = { Yt —b+c), telbb+d—d;

délkou krivky ¢ rozumime
n
V(p) = sup Z|<p(tj) —p(tji—1):neNja=to<t; <---<t,=b
j=1

Kiivku o(t) = a +re't, t € [0,27], kde a € C a r > 0, nazjvame kladn& orientovana
kruZnice o stfedu a a poloméru r. Opacnou kfivku nazyvame zaporné orientovana kruznice.
Ktivku ¢(t) = a+t(b—a), t € [0,1], kde a,b € C, nazyvame orientovana asecka [a, b)].
Cestou neboli po &astech hladkou kfivkou v C rozumime kfivku ¢ : [a,b] — C, pro kterou
existuje takové déleni a = sg < s1 < --- < s, = b, Ze pro kazdé j = 1,...,n je funkce
¢ tiidy C! na [s;_1, s;] (tj. derivace ¢’ je spojitd na (s;_1,s;) a méa v krajnich bodech
sj—1 a s;j vlastni jednostranné limity).

Je-li navic f : (¢) — C spojita funkce, definujeme integrdl funkce f podél cesty o

o / f= / f(z)dz = /  Fe)e 0 at.

kde integral na pravé strané je zobecnény Riemanntv, tj. roven
n s;
SN N EOEIOL
j=175i-1

Poznamka. Je-li ¢ : [a,b] — C cesta, pak V(¢) = f: |/ (t)| dt.
Véticka 1. Necht ¢ : [a,b] — C je cesta.

(1) Necht h je rostouci zobrazeni intervalu [c,d] na interval [a,b], které je tiidy
Cl. Pak

/ f= / f pro kazdou spojitou f : (p) — C.
poh ¥



(2) / /f pro kazdou spojitou f : (¢) — C.
go
(3) Je-liv : [c,d] — C cesta spliujici ¥(c) = p(b), pak

/, f= / f—i-/ f pro kazdou spojitou f : {p) U (¢)) — C.
Pty @ Y

f‘ < Vi(p)- m?x> |f(2)| pro kazdou spojitou f : (p) — C.
zZE(p

Véticka 2.  Necht [ je komplexni funkce komplexni proménné spojita na okoli bodu

a € C. Pak
y=1
h%h/aa—l—h

Definice. Necht G C C je oteviend a f : G — C je funkce. Funkci F' : G — C
nazyvame primitivni funkci k f na G, pokud F’(z) = f(z) pro kazdé z € G.

Véticka 3. Necht G C C je oteviena, [ : G — C je spojita funkce a F' je primitivni

funkce k f na G. Pak pro kazdou cestu ¢ : [a,b] = G p]ati/ f=F(p)—F(p(a)).
%)

Specialné, je-li ¢ uzaviena cesta v G, pak / f=0.
©

Véta 4 (charakterizace oblasti).  Necht Q C C je oteviend. Pak nasledujici pod-
minky jsou ekvivalentni.

(a) Q je souwvisld (tj. pro kazdou neprazdnou G C ) takovou, ze G i Q\ G jsou
oteviené mnoziny, plati G = ).

(b) € je kiivkové souvisla (tj. pro kazdé dva body z,w € ) existuje spojité zobrazeni
¢ :[0,1] — Q, pro které ¢(0) = z a (1) = w).

(c) Kazdé dva body v ) Ize spojit lomenou ¢arou v € (tj. pro kazdé dva body
z,w € § existuje konecna posloupnost bodi z = ug, U1, ..., u, = w takova, ze
pro kazdé j =1,...,n usecka spojujici u;_1 a u; lezi celd v §2).

Definice. Otevienou souvislou podmnozinu C nazyvame oblast.

Véta 5 (primitivni funkce a kiivkovy integral).  Necht Q) C C je oblast a f : Q@ — C
je spojita funkce. Pak nasledujici podminky jsou ekvivalentni.

(i) f ma v Q primitivni funkci.
(ii) Krivkovy integral v € nezavisi na cesté, tj. kdykolip : [a,b] = Q a1 : [c,d] — Q
jsou dvé cesty spliiujici p(a) = (c) a p(b) = 1(d), pak / f= / f.
@ P
(iii) Pro kazdou uzavfenou cestu ¢ : [a,b] — Q je / f=0.
%)



