I11.3 Spojité vétve logaritmu, index bodu ke krivce
Véta 8.  Necht ¢ : [a,b] — C je kfivka a f : (p) — C je spojita funkce,
ktera na {(p) nenabyva hodnoty 0. Pak existuje spojita funkce L : [a,b] — C
takova, ze f(p(t)) = eX® prot € [a,b]. Jsou-li Ly a Ly dvé takové funkce,
pak existuje k € Z, ze L1(t) — Ly(t) = 2kwi pro t € [a,b].

Je-li navic ¢ cesta, f je holomorfni na () a f' spojita na (), Ize volit

L) = Tog(7(pla)) + [ %s@%s) ds.

Definice. Necht ¢, f a L jsou jako ve Vété 8. Pak prirtistkem logaritmu funkce
f podél kiivky ¢ rozumime ¢islo

A, log(f) = L(b) — Lla).

Véticka 9.  Je-li ¢ cesta, f holomorfni na (p) a f’ spojita na (p), pak

A, log(f) :/ J;/((j)) dz.

Poznamka. Pozdéji dokdzeme, Ze je-li f holomorfni, je f’ automaticky spo-
jita.

Definice. Necht ¢ je uzaviend cesta a a € C\ (p). Pak index bodu a vzhledem
ke kfivce ¢ je definovan vzorcem

1 1
ind, a = , / dz.
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Poznamka. Je-li ¢ uzaviena cesta a a € C\ (¢), pak ind, a = 5 A, log(z —
a).

Definice. Necht M C C je mnozina. Mnozinu A C M nazveme komponentou
mnoZiny M, je-li maximélni souvislou podmnozinou M (tj. je-li A souvisla a
pritom kazda mnozina B splnujici A ; B C M je nesouvisla).

Véticka 10. Necht Q C C je oteviena. Pak kazda jeji komponenta je
oteviena mnozina.

Véta 11 (vlastnosti funkce ind, a).  Necht ¢ je uzaviena cesta. Pro a €
C\ (¢) polozme t(a) = ind, a.

(1) Funkce ¢ nabyva jen celoc¢iselnych hodnot.

(2) Funkce ¢ je konstantni na kazdé komponenté mnoziny C\ (p).

(3) Funkce ¢ je rovna nule na neomezené komponenté mnoziny C\ ().



Poznamky. (1) Je-li ¢ kladné orientovana kruznice o stfedu a a poloméru r,
pak
. { 1 prozeU(a,r),
ind, z = .
0, jeli|z—a|>r.

(2) Plati Jordanova véta: Je-li ¢ : [a,b] — C uzaviena cesta takova, Ze ¢
je prosta na [a,b), pak mnozina C \ (¢) mé pravé dvé komponenty — jednu
neomezenou (na ni je index roven nule) a jednu omezenou (na ni je index
roven bud 1 nebo —1).

(3) Plati nasledujici propichovaci véta: Necht ¢ je uzaviena cesta, a,b € C
takova, ze b—a > 0, tsecka spojujici body a, b protina (¢) v jediném bodé zy,
ten je ruzny od a, b, existuje jediné ty, pro které o(tg) = zo, a Im ¢’ (tg) # 0.
Pak

ind, a — ind, b = sgnIm ¢’ (o).



