ITI.4 Lokalni Cauchyova véta a jeji dusledky

Definice. Necht a,b,c € C. Trojdhelnikem Aabc rozumime konvexni obal mnoziny {a, b, c}, tj. nej-
mensi konvexni mnozinu obsahujici body a, b, c. Obvodem trojthelnika Aabc rozumime kiivku

dNabe = [a,b] + [b,c] + [c, a].

Véta 12 (Cauchy-Goursatova véta pro trojuhelnik). Necht Q C C je oteviend mnozina a [ je
holomorfni funkce na ). Pak

/ f =0 pro kazdy trojithelnik Aabc obsazeny v 2.
0Aabe

Disledek. Necht Q@ C C je oteviena mnozina, p € §, f : Q@ — C je funkce spojita na Q a
holomorfni na Q \ {p}. Pak

/ f = 0 pro kazdy trojuhelnik Aabc obsazeny v ).
0Aabe

Definice. Mnozina M C C se nazyva hvézdovitd, pokud existuje takové a € M, ze pro kazdé b € M
je usecka spojujici body a,b cela obsazena v M.

Véta 13 (Cauchyova véta pro hvézdovitou mnozinu).  Necht Q2 C C je oteviend hvézdovita mnozina,
peQaf:Q— C jespojita funkce, ktera je holomorfni na Q\ {p}. Pak f ma na  primitivni funkci,
a tedy f(p f = 0 pro kazdou uzavrenou krivku ¢ v Q.

Poznamka (o nalepovani). Necht Q; a Qs jsou oteviené podmnoziny C, pro které 2, N5 je souvisla
mnozina. Necht funkce f mé primitivni funkci v 1 i v Q5. Pak f mé primitivni funkci v Q1 U €.

Véta 14 (Cauchyiv vzorec pro kruh).  Necht' f je holomorfni na uzavieném kruhu o stiedu a € C
a poloméru r > 0 (tj. na U(a,r)) a ¢ je kladné orientovand kruznice o stiedu a a poloméru r. Pak

pro kazdé z € U(a,r) plati
1 [ f(w)
=— [ —dw.
1(2) 211 [0 w— z v

Dausledek (vlastnost priuméru pro holomorfni funkce).  Necht f je holomorfni na U(a,r), kde a € C
ar > 0. Pak plati

1 2m

f(a) fla+re)dt.

:% .

Véta 15 (Cauchytv vzorec pro vyssi derivace).  Necht f je holomorfni na U(a,r) (kde a € C a
r > 0). Pak f md na U(a,r) derivace vSech fadi a pro kazdé n € N a z € U(a,r) plati

f(n)(z) — L’/ O i(;ﬂ))nﬂ dw,
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kde ¢ je kladné orientovana kruznice o stfedu a a poloméru r.

Dusledek. Je-li f holomorfni na mnoziné M C C, je i f' holomorfni na M.

Disledek. Necht Q@ C C je oteviena mnozina, p € §, f : @ — C je funkce spojita na Q a
holomorfni na Q \ {p}. Pak f je holomorfni na ).

Véta 16 (vyjadieni mocninnou fadou).  Necht f je funkce holomorfni na U(a,r), kde a € C a
r > 0. Pak je f na U(a,r) sou¢tem mocninné fady

Z en(z—a)”

n=0
o stfedu a, ktera na U(a,r) konverguje. Koeficienty této rady jsou urceny jednoznacné a plati pro né
(") (g
Cn = / '( ) pron € NU{0}
n!

(symbolem f©) rozumime f).



Véta 17 (Cauchyovy odhady). Necht f(z) =Y >, cn(z—a)” naU(a, R). Pror € (0, R) ozna¢me

M, = max{|f(2)| : |z —a|] =1}.

cnl < %{.

Pak pron € NU {0} plati

Véta 18 (Liouvilleova véta). Kazdd omezend celd funkce je konstantni.

Poznamka. Plati obecnéji: Necht f je cela funkce a n € N takové, ze lim 1) — 0. Pak fje

z—00 2"
polynom stupné mensiho nez n.

(lim g(z) = w znamend: Pro kazdé € > 0 existuje takové R > 0, e pro kazdé |z| > R plati |g(z) — w| < €.)
zZ—00

Véta 19 (zakladni véta algebry).  Kazdy polynom stupné alesporn 1 s komplexnimi koeficienty ma
asporn jeden koren v C.

Dusledek (rozklad na kofenové ¢initele).  Necht

P(2) = ap2" + Gp_12""1 + - 4 a1z + ag

je polynom s komplexnimi koeficienty, pficemzn > 1 a a,, # 0. Pak existuji komplexni ¢isla w1, ..., wy,
takova, ze pro kazdé =z € C plati

P(z)=an(z —w1)(z —ws) - (2 — wy).
Cisla w1, ..., w, jsou uréena jednoznacné az na poradi.

Véta 20 (o kofenech holomorfni funkce).  Necht f je funkce holomorfni na U(a,r), kde a € C a
r > 0. Pfedpokladejme, ze f(a) = 0 a f neni konstantni nulové funkce na U (a,r). Pak existuje pravé
jedno p € N a funkce g holomorfni na U(a,r) takova, Ze g(a) # 0 a

f(z) = (2 —a)Pg(2) pro z € U(a,r).
Definice. Je-li f, a a p jako ve Vété 20, rikame, ze bod a je p-nasobny kofen funkce f.

Definice. Necht M C C je mnozina a zy € C. Rikadme, %e bod z, je hromadnym bodem mnoZiny M,
jestlize kazdé okoli bodu zy obsahuje néjaky bod mnoziny M rizny od zg. Je-li navic 2 C C mnozina
obsahujici M, fikame, ze M je izolovana v €2, jestlize nemé v 2 zadny hromadny bod.

Véta 21 (o jednozna¢nosti). Necht 2 C C je oblast a f,g jsou funkce holomorfni na Q. Jestlize
mnozina
{z€Q:f(2) =9(2)}
mé& hromadny bod v § (tj. neni izolovana v ), pak f = g na Q.
Disledek. Jsou-li f,g dvé celé funkce, které se shoduji na R, pak f = g na C.

Véta 22 (princip maxima modulu).  Necht 2 C C je oblast a f je nekonstantni holomorfni funkce
na Q. Pak |f| nenabyva nikde v Q) lokalniho maxima.

Dusledek. Necht () je omezend oblast a [ je funkce spojitd na Q, ktera je holomorfni na Q. Pak
| f| nabyvé svého maxima na €2 na hranici. Specidlnim pfipadem je Q = U(a,r).

Véta 23 (Weierstrassova véta). Necht Q@ C C je otevrend, funkce f, jsou holomorfni v Q a
konverguji k funkci f lokalné stejnomérné v (). Pak f je holomorfni v ) a pro kazdé p € N funkce
fqu ) konverguji k f®) lokalné stejnomérné v ).

Véta 24 (Morerova véta).  Necht 2 C C je oteviend a f : Q2 — C je spojita funkce takova, Ze

/ f = 0 pro kazdy trojuhelnik Aabc obsazeny v ).
OAabe

Pak f je holomorfni na ().
Poznamka. Véta 24 plati i v ptipadé, Ze misto trojihelnikii uvazujeme obdélniky, jejichz strany jsou
rovnobézné s osami.



