
I.1 T�eleso komplexn��ch �c��sel

Definice. Mno�zinou komplexn��ch �c��sel rozumı́me množinu R2 (tj. množinu
všech uspořádaných dvojic reálných č́ısel) s následuj́ıćımi operacemi:

• sč́ıtáńı a násobeńı reálným č́ıslem (definovanými stejně jako v R2);
• násobeńı definované vzorcem

(x, y) · (a, b) = (xa− yb, xb + ya), (x, y), (a, b) ∈ R2.

Množinu komplexńıch č́ısel znač́ıme C.

Základńı vlastnosti C.

(i) Množina C s operacemi sč́ıtáńı a násobeńı tvoř́ı komutativńı těleso,
nulovým prvkem je (0, 0), jednotkovým prvkem je (1, 0). Inverzńım
prvkem k nenulovému prvku (x, y) je prvek ( x

x2+y2 ,−
y

x2+y2 ).

(ii) Zobrazeńı množiny R do C definované předpisem x 7→ (x, 0) je
tělesový izomorfismus R na {(x, y) ∈ C : y = 0}. Tud́ıž R budeme
uvažovat jako podtěleso C.

(iii) Na C neńı definováno uspořádáńı. Na C ani nelze definovat uspořádáńı
tak, aby bylo uspořádaným tělesem.

Proč právě R2?

• V R neńı řešitelná rovnice x2 +1 = 0, v C má každý polynom stupně
alespoň 1 alespoň jeden kořen. (Dokážeme později.)
• Pro n > 2 lze na Rn definovat

”
rozumné“ násobeńı jen pro n = 4

(tzv. kvaterniony, které tvoř́ı nekomutativńı těleso) a pro n = 8
(tzv. oktoniony nebo Cayleyho č́ısla, pro ně už násobeńı neńı ani
asociativńı).

Zápisy komplexńıho č́ısla

(i) Označme i = (0, 1). Pak i2 = (−1, 0) a č́ıslo i nazýváme imagin�arn��
jednotkou.

(ii) Algebraick�y z�apis komplexn��ho �c��sla: (x, y) = x+ iy. Přitom zkracujeme
zápis x + i0 = x a 0 + iy = iy.

(iii) Maticov�y z�apis komplexn��ho �c��sla:

(x, y) = x + iy =

(
x y
−y x

)
.

Potom násobeńı komplexńıch č́ısel odpov́ıdá násobeńı matic.



Definice. Necht’ z = (x, y) = x + iy =

(
x y
−y x

)
, kde x, y ∈ R. Pak

definujeme:

• Re z = x (re�aln�a �c�ast komplexńıho č́ısla z);
• Im z = y (imagin�arn�� �c�ast komplexńıho č́ısla z);

• |z| =
√
x2 + y2 =

√
det

(
x y
−y x

)
(absolutn�� hodnota komplexńıho

č́ısla z);
• z = x− iy (komplexn�e sdru�zen�e �c��slo ke komplexńımu č́ıslu z).

Pro každá z, w ∈ C plat́ı:

(1) z + w = z + w, z · w = z · w;
(2) |z|2 = z · z;
(3) |z · w| = |z| · |w|;

(4) |Re z| ≤ |z|, | Im z| ≤ |z|;
(5) |z| = |z|.

C jako metrický prostor:
Při ztotožněńı C s R2 je |z| rovno eukleidovské normě z. Vzorec d(z, w) =
|z−w| definuje tedy metriku na C. Tud́ıž v́ıme např́ıklad, co je to okol�� bodu
U(a, r), otev�ren�a mno�zina, uzav�ren�a mno�zina, konvergence posloupnosti v C,
spojitost a limita zobrazen�� z R do C, z C do R i z C do C.

Poznámka: Funkce z 7→ Re z, z 7→ Im z, z 7→ z a z 7→ |z| jsou spojité
na C.
C jako vektorový prostor

(1) C je vektorový prostor dimenze 2 nad R. V tomto př́ıpadě lineárńı
zobrazeńı C do C maj́ı tvar

(x, y) 7→ (x, y) ·
(
a b
c d

)
,

kde a, b, c, d ∈ R jsou libovolná.
(2) C je vektorový prostor dimenze 1 nad C. V tomto př́ıpadě maj́ı

lineárńı zobrazeńı C do C tvar

z 7→ z · w,
kde w ∈ C je libovolné; při identifikaci C s R2 je to tvar

(x, y) 7→ (x, y) ·
(

a b
−b a

)
,

kde a, b ∈ R jsou libovolná.



I.2 Komplexn�� funkce re�aln�e prom�enn�e

Definice.

(1) Komplexn�� funkc�� re�aln�e prom�enn�e rozumı́me zobrazeńı f : M → C,
kde M ⊂ R.

(2) Necht’ f : M → C je zobrazeńı. Pak definujeme funkce
Re f : M → R a Im f : M → R předpisem

Re f : x 7→ Re(f(x)), x ∈M,

Im f : x 7→ Im(f(x)), x ∈M.

(3) Necht’ f je komplexńı funkce reálné proměnné a x ∈ R. Derivac�� funkce
f v bod�e x rozumı́me č́ıslo

f ′(x) = lim
y→x

f(y)− f(x)

y − x
,

pokud tato limita existuje (v C).
(4) Funkce F : (a, b)→ C je primitivn�� funkce k f na (a, b), jestliže F ′(x) =

f(x) pro všechna x ∈ (a, b).

Větička 1. Necht’ f : M → C je komplexńı funkce reálné proměnné,
a ∈ R a z ∈ C. Pak plat́ı

(1) lim
x→a+

f(x) = z, právě když

lim
x→a+

Re f(x) = Re z a lim
x→a+

Im f(x) = Im z.

Podobně pro limity zleva a oboustranné.
(2) f je spojitá (zleva, zprava) v bodě a, právě když obě funkce Re f a

Im f jsou spojité (zleva, zprava) v bodě a.
(3) f ′(x) existuje, právě když existuj́ı vlastńı derivace (Re f)′(x) a (Im f)′(x).

Pak f ′(x) = (Re f)′(x) + i(Im f)′(x).
(4) Funkce F : (a, b)→ C je primitivńı funkce k f na (a, b), právě když

ReF je primitivńı funkćı k Re f na (a, b) a ImF je primitivńı funkćı
k Im f na (a, b).

Definice. Necht’ f je komplexńı funkce reálné proměnné. Integr�al (Rie-
mann�uv, Newton�uv, Lebesgue�uv) z funkce f od a do b definujeme jako č́ıslo∫ b

a

f =

∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

Re f + i

∫ b

a

Im f,

pokud oba integrály na pravé straně konverguj́ı.

Větička 2. Necht’ a < b jsou reálná č́ısla a f : [a, b] → C je spojitá
funkce. Pak plat́ı ∣∣∣∣∫ b

a

f

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f | ≤ (b− a) max
x∈[a,b]

|f(x)|.



I.3 Komplexn�� funkce komplexn�� prom�enn�e

Definice.

(1) Komplexn�� funkc�� komplexn�� prom�enn�e rozumı́me zobrazeńı
f : M → C, kde M ⊂ C.

(2) Necht’ f je komplexńı funkce komplexńı proměnné a a ∈ C. Derivac��
funkce f podle komplexn�� prom�enn�e v bod�e a (stručněji derivac�� funkce
f v bod�e a) rozumı́me (komplexńı) č́ıslo

f ′(a) = lim
z→a

f(z)− f(a)

z − a
,

pokud limita na pravé straně existuje (v C).

Poznámky. (i) Pro derivaci podle komplexńı proměnné plat́ı věty o de-
rivaci součtu, součinu, pod́ılu a složené funkce ve stejné podobě jako pro
derivaci v R.

(ii) Má-li f v bodě a ∈ C derivaci podle komplexńı proměnné, je v bodě
a spojitá.

(iii) Je-li f komplexńı funkce komplexńı proměnné, g komplexńı funkce
reálné proměnné a x ∈ R, pak

(f ◦ g)′(x) = f ′(g(x)) · g′(x),
pokud obě derivace na pravé straně existuj́ı.

Věta 3. Necht’ f je komplexńı funkce komplexńı proměnné. Označme
f̃ = (f̃1, f̃2) funkci dvou reálných proměnných s hodnotami v R2 od-
pov́ıdaj́ıćı f při ztotožněńı C a R2; tj. takovou, že

f(x + iy) = f̃1(x, y) + if̃2(x, y)
pro x + iy z definičńıho oboru f .

(a) (Cauchy-Riemannovy podm��nky) Necht’ z = a + ib, kde a, b ∈ R. Pak
f má v bodě z derivaci podle komplexńı proměnné, právě když f̃

má v bodě (a, b) totálńı diferenciál a plat́ı ∂f̃1
∂x (a, b) = ∂f̃2

∂y (a, b) a
∂f̃1
∂y (a, b) = −∂f̃2

∂x (a, b).

(b) Existuje-li f ′(z), je Jacobiho determinant f̃ v bodě (a, b) roven |f ′(z)|2.
Speciálně, Jacobiho matice f̃ v bodě (a, b) je regulárńı, právě když
f ′(z) 6= 0.

Poznámka: Je-li G ⊂ C otevřená konvexńı množina a f : G→ C splňuje
f ′(z) = 0 pro všechna z ∈ G, je f konstantńı na G.

Definice.

• Necht’ M ⊂ C. Řekneme, že funkce f je holomorfn�� na mno�zin�e M ,
jestliže existuje otevřená množina G ⊃ M taková, že f má derivaci
(podle komplexńı proměnné) v každém bodě množiny G.
• Funkce holomorfńı na C se nazývá cel�a funkce.


