I.1 Téleso komplexnich ¢isel

Definice. MnoZinou komplexnich &isel rozumime mnozinu R? (tj. mnozinu
vSech usporddanych dvojic redlnych ¢isel) s nasledujicimi operacemi:
e s¢itdni a nasobeni redlnym ¢islem (definovanymi stejné jako v R?);
e nasobeni definované vzorcem

(z,y) - (a,b) = (za —yb,xb+ya),  (z,y),(a,b) € R*,
Mnozinu komplexnich ¢isel znacime C.

Zakladni vlastnosti C.

(i) Mnozina C s operacemi s¢itani a nasobeni tvori komutativni téleso,
nulovym prvkem je (0,0), jednotkovym prvkem je (1,0). Inverznim
prvkem k nenulovému prvku (z,y) je prvek (Iﬁyz, _xﬁy?)'

(ii) Zobrazeni mnoziny R do C definované predpisem x +— (z,0) je
télesovy izomorfismus R na {(z,y) € C : y = 0}. Tudiz R budeme
uvazovat jako podtéleso C.

(iii) Na C neni definovano usporadani. Na C ani nelze definovat usporadani

tak, aby bylo usporadanym télesem.

Proé prave R??
e V R neni fesitelnd rovnice 22 +1 = 0, v C m4 kazdy polynom stupné
alesponi 1 alespon jeden koren. (Dokdzeme pozdéji.)
e Pro n > 2 lze na R" definovat ,rozumné“ nasobeni jen pro n = 4

(tzv. kvaterniony, které tvoii nekomutativni téleso) a pro n = 8
(tzv. oktoniony nebo Cayleyho ¢isla, pro né uz nasobeni neni ani
asociativni).

Zapisy komplexniho cisla

(i) Oznacme i = (0,1). Pak > = (—1,0) a ¢islo i nazyvdme imaginarni
jednotkou.

(ii) Algebraicky zapis komplexniho &isla: (z,y) = x +iy. Pfitom zkracujeme
zapis * +10 =z a 0 + 1y = 1y.

(iii) Maticovy zapis komplexniho €&isla:

B [z oy
(x,y) =2+ iy = (—y x) .

Potom néasobeni komplexnich ¢isel odpovida nasobeni matic.



Definice. Necht z = (z,y) = o + iy = (_xy i), kde xz,y € R. Pak
definujeme:

e Rez = x (redlnd tast komplexniho cisla 2);

e Im 2 = y (imaginarni &ast komplexniho ¢isla z);

o 2| = Vit y? = \/det (_"’y Z) (absolutni hodnota komplexniho

¢isla z);
e Z = x — iy (komplexn& sdruzené &islo ke komplexnimu ¢islu z).

Pro kazda z,w € C plati:

) z4tw=z4+w, z-w =72 w; (4) |Rez| < |z|, |Imz| < |z];
(2) 2] = 2 - 7; () I2] = [2].
(3) |z - wl = [2] - Jw];

C jako metricky prostor:

Pii ztotoznén{ C s R? je |z| rovno eukleidovské normé z. Vzorec d(z, w) =
|z —w| definuje tedy metriku na C. Tudiz vime napiiklad, co je to okeli bodu
U(a,r), oteviend mnoZina, uzaviend mnoZina, konvergence posloupnosti v C,
spojitost a limita zobrazeni z R do C, z Cdo R iz C do C.

Poznamka: Funkce z — Rez, z — Imz, z — Z a z — |z| jsou spojité
na C.
C jako vektorovy prostor

(1) C je vektorovy prostor dimenze 2 nad R. V tomto piipadé linedrni
zobrazeni C do C maji tvar

e ) (5 )

kde a, b, c,d € R jsou libovolna.
(2) C je vektorovy prostor dimenze 1 nad C. V tomto piipadé maji
linedrni zobrazeni C do C tvar

2z w,
kde w € C je libovolné; pii identifikaci C s R? je to tvar
a b
(ﬂf,y) = (.T,y) ) <—b CL) )

kde a,b € R jsou libovolna.



1.2 Komplexni funkce realné proménné

Definice.
(1) Komplexni funkci realné proménné rozumime zobrazeni f : M — C,

kde M C R.
(2) Necht f : M — C je zobrazeni. Pak definujeme funkce

Ref: M —-Ralmf: M — R predpisem
Re f: x — Re(f(x)), =€ M,
Imf:z—Im(f(x)), =xe& M.
(3) Necht f je komplexni funkce redlné proménné a z € R. Derivaci funkce
f v bodé x rozumime c¢islo
) — i L0 = 1)

y=r Yy —x

pokud tato limita existuje (v C).
(4) Funkce F': (a,b) — C je primitivni funkce k f na (a, b), jestlize F'(z) =
f(x) pro vsechna x € (a,b).

Véticka 1.  Necht f : M — C je komplexni funkce redlné proménné,
a € R aze C. Pak plati

(1) lim f(x) = z, prave kdyz

r—a+

lim Re f(z) =Rez a lim Im f(z) = Im z.

r—a+ T—ra+

Podobné pro limity zleva a oboustranné.

(2) f je spojita (zleva, zprava) v bodé a, pravé kdyz obé funkce Re f a
Im f jsou spojité (zleva, zprava) v bodé a.

(3) f'(z) existuje, praveé kdyz existuji viastni derivace (Re f)(x) a (Im f)'(z).
Pak f'(x) = (Re f)'(z) + i(Im f)'(2).

(4) Funkce F : (a,b) — C je primitivni funkce k f na (a,b), pravé kdyz
Re F' je primitivni funkci k Re f na (a,b) a Im F' je primitivni funkci
k Im f na (a,b).

Definice. Necht f je komplexni funkce redlné proménné. Integral (Rie-
manniiv, Newtoniiv, Lebesgueliv) z funkce f od a do b definujeme jako ¢islo

/abf:/abf(x)dx:/abReeri/abImf,

pokud oba integraly na pravé strané konverguji.

Véticka 2. Necht a < b jsou redlnd cisla a f : [a,b] — C je spojitd
funkce. Pak plati

f‘ /m< b o) ma 1)



1.3 Komplexni funkce komplexni proménné
Definice.

(1) Komplexni  funkci komplexni proménné rozumime zobrazeni
f:M—C,kde M C C.

(2) Necht f je komplexn{ funkce komplexni proménné a a € C. Derivaci
funkce f podle komplexni promé&nné v bodé a (strucnéji derivaci funkce
f v bodé a) rozumime (komplexni) ¢islo

fl<CL) — lim f(Z) _ f(a')7

Z—ra Z — Q
pokud limita na pravé strané existuje (v C).

Poznamky. (i) Pro derivaci podle komplexni proménné plati véty o de-
rivaci souctu, soucinu, podilu a slozené funkce ve stejné podobé jako pro
derivaci v R.

(ii) Ma-li f v bodé a € C derivaci podle komplexni proménné, je v bodé
a spojita.

(iii) Je-li f komplexni funkce komplexni proménné, g komplexni funkce
realné proménné a xr € R, pak

(fog)(z)=f'(9(z)) - g'(=),

pokud obé derivace na pravé strané existuji.

Véta 3. Necht f je komplexni funkce komplexni proménné. Oznacéme
f = (fi, fo) funkei dvou redlnych proménnych s hodnotami v R? od-
povidajici f pri ztotoznéni C a R2,~ tj. takovou, ze
fle+iy) = filz,y) +ifa(z,y)
pro x + 1y z definicniho oboru f.
(a) (Cauchy-Riemannovy podminky) Necht z = a +ib, kde a,b € R. Pak
J ma v bodé z derivaci podle komplexni proménné, praveé kdyz f
md v bodé (a,b) totdlni diferencidl a plati %(a,b) = %—J;(a,b) a
&(a,b) = —%2(a,b).
(b) Existuje-li f'(2), je Jacobiho determinant f v bodeé (a,b) roven |f'(z)[*.
Specialné, Jacobiho matice f v bodé (a,b) je regularni, pravé kdyz
f'(z) #0.
Poznamka: Je-li G C C otevienda konvexni mnozina a f : G — C splnuje
f'(z) = 0 pro vSechna z € G, je f konstantni na G.
Definice.
e Nechf M C C. Rekneme, Ze funkce f je holomorfni na mnozing M,
jestlize existuje oteviend mnozina G O M takova, ze f ma derivaci

(podle komplexni proménné) v kazdém bodé mnoziny G.
e Funkce holomorfni na C se nazyva celd funkce.



