
IV.3 Limity n�ekter�ych integr�al�u

Lemma 5 (Jordanovo). Necht’ ξ ∈ R a f je funkce spojitá na {z ∈ C :
Re z ≤ ξ, |z| > R} pro nějaké R > 0, pro kterou plat́ı

lim
z→∞
Re z≤ξ

f(z) = 0.

Pro r > max{R, |ξ|} necht’ ϕr je křivka definovaná vztahem ϕr(t) = reit,
t ∈ [αr, 2π−αr], kde αr ∈ (0, π) je takové, že Re(reiαr) = ξ. Pak pro každé
x > 0 plat́ı

lim
r→∞

∫
ϕr

f(z)exz dz = 0.

Pokud nav́ıc
lim
z→∞
Re z≤ξ

zf(z) = 0,

pak tvrzeńı plat́ı i pro x = 0.

Lemma 6 (Jordanovo – jiná varianta). Necht’ 0 ≤ α < β ≤ π a f je
funkce spojitá na {z ∈ C : arg z ∈ [α, β], |z| > R} pro nějaké R > 0, pro
kterou plat́ı

lim
z→∞

arg z∈[α,β]
f(z) = 0.

Pro r > R necht’ ϕr je křivka definovaná vztahem ϕr(t) = reit, t ∈ [α, β].
Pak pro každé x > 0

lim
r→∞

∫
ϕr

f(z)eixz dz = 0.

Lemma 7. Necht’ a ∈ C a f je holomorfńı v nějakém prstencovém okoĺı
bodu a. Dále necht’ α < β a ϕr(t) = a+ reit, t ∈ [α, β]. Pak plat́ı:

(i) Pokud f je holomorfńı v bodě a, pak lim
r→0+

∫
ϕr
f = 0.

(ii) Pokud f má v bodě a pól násobnosti 1, pak

lim
r→0+

∫
ϕr

f = i(β − α) resa f.

Poznámka. V př́ıpadě, že f má v bodě a pól vyšš́ı násobnosti, pak uvedená
limita je rovna∞ s výjimkou

”
speciálńıch př́ıpad̊u f , α, β“. Přesněji: Necht’

f má v bodě a pól násobnosti p a c−1, . . . , c−p jsou koeficienty z Věty 2(2).
Pokud pro každé k ∈ {2, . . . , p} plat́ı c−k(e

i(k−1)α−ei(k−1)β) = 0, pak limita
je stejná, jako pro pól násobnosti 1; jinak je ∞. V př́ıpadě, že koeficienty
ck jsou reálné a poč́ıtáme jen limitu reálné či imaginárńı části integrálu, je
speciálńıch př́ıpad̊u v́ıce (mı́sto ei·(...) je v podmı́nce cos(...) resp. sin(...)).


