
III.3 Spojit�e v�etve logaritmu, index bodu ke k�rivce
Věta 8. Necht’ ϕ : [a, b]→ C je křivka a f : 〈ϕ〉 → C je spojitá funkce, která na 〈ϕ〉 nenabývá

hodnoty 0. Pak existuje spojitá funkce L : [a, b] → C taková, že f(ϕ(t)) = eL(t) pro t ∈ [a, b].
Jsou-li L1 a L2 dvě takové funkce, pak existuje k ∈ Z, že L1(t)− L2(t) = 2kπi pro t ∈ [a, b].

Je-li nav́ıc ϕ cesta, f je holomorfńı na 〈ϕ〉 a f ′ spojitá na 〈ϕ〉, lze volit

L(t) = log(f(ϕ(a))) +

∫ t

a

f ′(ϕ(s))

f(ϕ(s))
ϕ′(s) ds.

Definice. Necht’ ϕ, f a L jsou jako ve Větě 8. Pak p�r��r�ustkem logaritmu funkce f pod�el k�rivky
ϕ rozumı́me č́ıslo

∆ϕ log(f) = L(b)− L(a).

Větička 9. Je-li ϕ cesta, f holomorfńı na 〈ϕ〉 a f ′ spojitá na 〈ϕ〉, pak

∆ϕ log(f) =

∫
ϕ

f ′(z)

f(z)
dz.

Poznámka. Později dokážeme, že je-li f holomorfńı, je f ′ automaticky spojitá.

Definice. Necht’ ϕ je uzavřená cesta a a ∈ C \ 〈ϕ〉. Pak index bodu a vzhledem ke k�rivce ϕ je
definován vzorcem

indϕ a =
1

2πi

∫
ϕ

1

z − a
dz.

Poznámka. Je-li ϕ uzavřená cesta a a ∈ C \ 〈ϕ〉, pak indϕ a = 1
2πi∆ϕ log(z − a).

Definice. Necht’ M ⊂ C je množina. Množinu A ⊂M nazveme komponentou mno�zinyM , je-li
maximálńı souvislou podmnožinou M (tj. je-li A souvislá a přitom každá množina B splňuj́ıćı
A $ B ⊂M je nesouvislá).

Větička 10. Necht’ Ω ⊂ C je otevřená. Pak každá jej́ı komponenta je otevřená množina.

Věta 11 (vlastnosti funkce indϕ a). Necht’ ϕ je uzavřená cesta. Pro a ∈ C \ 〈ϕ〉 položme
ι(a) = indϕ a.

(1) Funkce ι nabývá jen celoč́ıselných hodnot.
(2) Funkce ι je konstantńı na každé komponentě množiny C \ 〈ϕ〉.
(3) Funkce ι je rovna nule na neomezené komponentě množiny C \ 〈ϕ〉.

Poznámky. (1) Je-li ϕ kladně orientovaná kružnice o středu a a poloměru r, pak

indϕ z =

{
1 pro z ∈ U(a, r),

0, je-li |z − a| > r.

(2) Plat́ı Jordanova v�eta: Je-li ϕ : [a, b] → C uzavřená cesta taková, že ϕ je prostá na [a, b),
pak množina C \ 〈ϕ〉 má právě dvě komponenty – jednu neomezenou (na ńı je index roven nule)
a jednu omezenou (na ńı je index roven bud’ 1 nebo −1).

(3) Plat́ı následuj́ıćı propichovac�� v�eta: Necht’ ϕ je uzavřená cesta, a, b ∈ C taková, že b−a > 0,
úsečka spojuj́ıćı body a, b prot́ıná 〈ϕ〉 v jediném bodě z0, ten je r̊uzný od a, b, existuje jediné t0,
pro které ϕ(t0) = z0, a Imϕ′(t0) 6= 0. Pak

indϕ a− indϕ b = sgn Imϕ′(t0).

(4) Index bodu vzhledem ke křivce se v angličtině někdy nazývá winding number. To vyjadřuje
skutečnost, že je roven

”
počtu oběh̊u křivky kolem bodu v kladném smyslu“, což je v souladu s

výše uvedeným vztahem k př́ır̊ustku logaritmu.

(5) Index bodu vzhledem ke křivce je speciálńım př́ıpadem topologického stupně: Necht’ ϕ :

[0, 1] → C je uzavřená cesta. Necht’ f : U(0, 1) → C je spojité zobrazeńı takové, že pro každé

t ∈ [0, 1] plat́ı ϕ(t) = f(e2πit). (Tento vzorec definuje zobrazeńı f na jednotkové kružnici, pak se

libovolně spojitě rozš́ı̌ŕı na celý kruh.) Pro každé z ∈ C \ 〈ϕ〉 je pak indϕ z roven topologickému

stupni př́ıslušnému trojici (f, U(0, 1), z).


