I11.4 Lokalni Cauchyova véta a jeji dusledky

Definice. Necht a,b,c € C. Trojiihelnikem Aabc rozumime konvexni obal mnoziny {a, b, c},
tj. nejmensi konvexni mnozinu obsahujici body a,b,c. Obvodem trojihelnika Aabc rozumime
kiivku

dAabe = [a,b] + [b, c] + [c, al.
Véta 12 (Cauchy-Goursatova véta pro trojihelnik).  Necht 2 C C je oteviend mnoZina a f
je holomorfni funkce na ). Pak

/ f =0 pro kazdy trojuhelnik Aabc obsazeny v ().
0 Aabc

Dusledek. Necht Q C C je oteviend mnozina, p € Q, f : Q@ — C je funkce spojitd na Q a
holomorfni na Q \ {p}. Pak

f =0 pro kazdy trojihelnik Aabc obsazeny v 2.
0Aabe

Definice. Mnozina M C C se nazyva hvézdovitd, pokud existuje takové a € M, ze pro kazdé
b € M je tsecka spojujici body a, b cela obsazena v M.

Véta 13 (Cauchyova véta pro hvézdovitou mnozinu).  Necht  C C je oteviend hvézdovitd
mnozina, p € Q a f : Q — C je spojitd funkce, kterd je holomorfni na Q \ {p}. Pak f md na
primitivoi funkci, a tedy f(p f =0 pro kazdou uzavienou kfivku ¢ v 2.

Poznamka (o nalepovdni). Necht ©; a Qs jsou oteviené podmnoziny C, pro které Q1 N Qs je
souvisld mnozina. Necht funkce f mé primitivn{ funkci v Q1 i v Qo. Pak f m4 primitivni funkci
v 1 UQs.
Véta 14 (Cauchyuv vzorec pro kruh).  Necht f je holomorfni na uzavieném kruhu o stfedu
a € C a polomérur > 0 (tj. naU(a,r)) a ¢ je kladné orientovana kruznice o stiedu a a poloméru
r. Pak pro kazdé z € U(a,r) plati

p (a,7) p 1 f(w)

f(z) = — dw.
2mi J, z

w —

Dusledek (vlastnost pruméru pro holomorfni{ funkce).  Necht f je holomorfni na U(a,r), kde
a € C ar > 0. Pak plati 1 o

f(a)

Véta 15 (Cauchyuv vzorec pro vyssi derivace).  Necht f je holomorfni na U(a,r) (kde a € C
ar >0). Pak f md na U(a,r) derivace vsech 7adu a pro kazdé n € N a z € U(a,r) plati

n n! flw
) = o /@ S

kde ¢ je kladné orientovana kruznice o stfedu a a poloméru r.

=5 ; f(a+re)dt.

Poznamka: Véta 12 téz plyne z Véty 15 a Gaussovy véty o divergenci. Je-li totiz f holomorfni,

z Cauchy-Riemannovych podminek plyne, ze divergence funkci f a if je nulova. Vzhledem k
tomu, ze v Gaussové vété se predpokladd, ze pifslusna funkce je t¥idy C?, nelze Vétu 12 pifmo
odvodit z Gaussovy véty.

Dusledek. Je-li f holomorfni na mnoziné M C C, je i f’ holomorfni na M.

Disledek. Necht Q C C je oteviend mnozina, p € Q, f : Q@ — C je funkce spojitd na Q a
holomorfni na Q\ {p}. Pak f je holomorfni na Q.

Véta 16 (vyjddieni mocninnou fadou).  Necht f je funkce holomorfni na U(a,r), kde a € C
ar > 0. Pak je f na U(a,r) sou¢tem mocninné fady

Z en(z —a)"
n=0

o stredu a, kterd na U(a,r) konverguje. Koeficienty této rady jsou urceny jednoznacné a plati
pro né f(") (a)

n = pron € NU {0}
(symbolem f©) rozumime f). nl



Véta 17 (Cauchyovy odhady). Necht f(z) = Y 02 cn(z —a)” na U(a, R). Pror € (0,R)

oznacme

M, = max{|f(z)| : |z —a| =1}.

cn|§%{.

Pak pron € NU {0} plat{

Véta 18 (Liouvilleova véta). Kazdda omezend cela funkce je konstantni.

Poznamka. Plati obecnéji: Necht f je celd funkce a n € N takové, ze lim L&) = 0. Pak f je

n
z—00 #

polynom stupné mensiho nez n.

(Zlgglo g(z) = w znamend: Pro kazdé £ > 0 existuje takové R > 0, ze pro kazdé |z| > R plati
9(z) —w| <e.)

Véta 19 (zakladni véta algebry).  Kazdy polynom stupné alespon 1 s komplexnimi koeficienty
ma aspori jeden koren v C.

Dusledek (rozklad na kofenové ¢initele).  Necht

P(2) = anz" + an—12""' + -+ a1z + ag

je polynom s komplexnimi koeficienty, pricemz n > 1 a a, # 0. Pak existuji komplexni ¢isla
wi, ..., w, takova, ze pro kazdé z € C plati

) P(z) = an(z —wi)(z —wa) -+ (2 — wy).

Cisla wy, . .., w, jsou uréena jednoznacné az na poradi.

Véta 20 (o kofenech holomorfni funkce).  Necht f je funkce holomorfni na U(a, 1), kde a € C
ar > 0. Predpoklddejme, Ze f(a) = 0 a f neni konstantni nulovd funkce na U(a,r). Pak existuje
praveé jedno p € N a funkce g holomorfni na U(a,r) takovd, ze g(a) # 0 a

f(z) = (2 —a)Pg(z) pro z € U(a,r).
Definice. Je-li f, a a p jako ve Vété 20, iikdme, Ze bod a je p-nasobny kofen funkce f.
Definice. Nechf M C C je mnozina a zy € C. Rikdme, ze bod z je hromadnym bodem mnoZiny

M, jestlize kazdé okoli bodu zy obsahuje néjaky bod mnoziny M ruzny od zg. Je-li navic Q@ C C
mnozina obsahujici M, tikdme, ze M je izolovana v Q, jestlize nemd v Q zaddny hromadny bod.

Véta 21 (o jednoznacnosti). Necht Q C C je oblast a f, g jsou funkce holomorfni na ). Jestlize
mnozina
{z€Q:f(2) =9(2)}
méd hromadny bod v € (tj. nenf izolovand v ), pak f = g na Q.
Dasledek. Jsou-li f,g dvé celé funkce, které se shoduji na R, pak f = g na C.

Véta 22 (princip maxima modulu).  Necht Q C C je oblast a f je nekonstantni holomorfni
funkce na ). Pak |f| nenabyva nikde v Q lokdlniho maxima.

Dusledek.  Necht Q je neprdzdnd omezend oteviend mnozina a f je funkce spojitd na Q,
kterd je holomorfni na ). Pak |f| nabyva svého maxima na ) na hranici. Specidlnim pripadem
jeQ=U(a,r).

Véta 23 (Weierstrassova véta).  Necht Q C C je oteviend, funkce f, jsou holomorfni v ) a
konverguji k funkci f lokalné stejnomérné v §2. Pak f je holomorfni v () a pro kazdé p € N funkce

fT(Lp ) konverguji k f®) lokdlné stejnomérné v .

Véta 24 (Morerova véta).  Necht Q C C je oteviend a f : Q — C je spojita funkce takova, ze

/ f =0 pro kazdy trojihelnik Aabc obsazeny v Q.
0 Aabe

Pak f je holomorfni na €.
Poznamka. Véta 24 plati i v pripadé, ze misto trojihelnikt uvazujeme obdélniky, jejichz strany
jsou rovnobézné s osami.



