IV.2 Izolované singularity holomorfnich funkci, rezidua

Definice. Necht a € C a r > 0. Prstencovym okolim bodu a o poloméru r
rozumime mnozinu P(a,r) = U(a,r) \ {a}.

Veéta 2 (Casorati-Weierstrassova). Necht a € C, r > 0 a funkce [ je
holomorfni na P(a,r). Pak nastdva pravé jedna z nasledujicich moznosti:
(1) Existuje takové p € (0,r), Ze f je omezena na P(a,p). Pak existuje

vlastni lim f(z). Dodefinujeme-li funkci f v bodé a hodnotou této
zZ—a

limity, dostaneme funkci holomorfni na U(a,r). (Pak fikame, ze f
ma v bodé a odstranitelnou singularitu.)
(2) lim f(2) = oo. Pak existuje pravé jedno p € N, pro které existuje

z—a
vlastni nenulova lim(z — a)? f(z). Navic existuji jednoznacné urcend
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cisla a_p,a_gp—1y,...,a-1 € C, a_, # 0, Ze funkce
a_q a_- a_yp
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ma v bodé a odstranitelnou singularitu. (V tomto pripadé rikame,
ze f ma v bodé a pél ndsobnosti p.)
(3) lim f(z) neexistuje. Pak pro kazdé p € (0,7) je f(P(a,p)) husta v C.

Z—ra
(Rikame, ze f md v bodé a podstatnou singularitu.)

Poznamka. Plati dokonce Velka Picardova véta: Ma-li f v bodé zy pod-
statnou singularitu, pak v kazdém prstencovém okoli zy nabyva f vsSech
hodnot z C s vyjimkou nejvyse jedné.
Definice. Necht f je funkce definovand na U(oco,r) pro néjaké r > 0.
Rekneme, ze

(i) f je holomorfni v bodé oo,

(ii) f md v bodé& oo kofen nasobnosti p,
pokud pifslusnou vlastnost méd funkce g(z) = f(1) v bode 0. Je-li f holo-
morfni na P(oco,r) pro néjaké r > 0, pak fikdme, ze f md v bod& oo odstra-
nitelnou singularitu (p6él ndsobnosti p, podstatnou singularitu), jestlize ptislusny
typ singularity ma funkce g(z) = f(%) v bodé 0.

Definice. Necht f je holomorfni funkce v P(a, R), kde a € C a R > 0.
Pak reziduem funkce f v bodé a rozumime ¢islo
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kde p € (0, R) a ¢, je kladné orientovana kruznice o stfedu a a polomeéru p.



Poznamky.

(1) Definice rezidua je korektni, protoze hodnota uvedeného integralu
nezavisi na p € (0,R). To plyne snadno z Véty III.13, protoze
otevieny kruh, z néhoz je vynechan jeden polomeér, je hvézdovita
mnozina.

(2) Pokud f ma v bodé a odstranitelnou singularitu, je res, f = 0; pokud
f ma v bodé a pdl, je res, f = a_1, kde a_; je hodnota z Véty 2(ii).

Veéta 3 (reziduovd véta — prvni verze). Necht Q@ C C je oteviend
mnozina, M C ) konecénd mnozina a ¢ : [a,b] — Q\ M je uzaviena
cesta. Predpokladejme, ze pro §) a ¢ plati Cauchyova véta, tj. f@ g =0 pro
kazdou funkci g holomorfni na ). Pak pro kazdou f holomorfni na 2\ M
takovou, Ze v kazdém bodé M ma bud odstranitelnou singularitu nebo pél,

plati
/f = 2m Z res, [ - ind, a.
¥ acM
Poznamky.

(1) Ve Vete 3 staci predpokladat, ze f je holomorfni na €\ M. Toto
silngjsi tvrzeni pouziva vysledky oddilu IV.4 (viz Véta 13), nicméné
ke konkrétnim vypoctum se piilis nepouziva.

(2) Funkce, které jsou holomorfni az na izolovanou mnozinu pélu, se
nazyvaji meromorfni. Podrobnéji se jimi zabyva prednaska Komplexni
analyza 1.

Véta 4 (nékteré metody vypoctu rezidui).  Necht f a g jsou holomorfni
funkce v néjakém prstencovém okoli bodu a € C.
(1) Ma-li funkce f v bodé a pdl nasobnosti p, pak
gy I ((2) = a))
(2) Jsou-li f, g holomorfni v bodé a a g ma v bodé a koren nasobnosti 1
(tj. g(a) =0 a ¢'(a) # 0), pak resag = 5,((‘;).
(3) Je-Ii f holomorfni v a a g ma v a pol ndsobnosti 1, pak res,(fg) =

f(a)-res,g.
(4) Je-Ii f holomortni v bodé a a g ma v bodé a pdl nasobnosti p, pak

P p(k-1)
resq(fg) = ) Hb—k,
k=1 '

kde b_y,...,b_, jsou koeficienty z Véty 2(2).
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