I1. KRIVKY, KRIVKOVY INTEGRAL, CAUCHYOVA VETA A CAUCHYUV VZOREC

1. Nacrtnéte obrazy néasledujicich kiivek a spoctéte jejich délku:
a) p(t) =t +it?, t €[0,10]; b) p(t) = icost, t € [0,27]; ¢) ¢(t) =1 +icos*t, t € [0,27];
d) ¢(t) =2sint —icost, t € [0,47]; e) o(t) = t(cost + isint), ¢t € [0, 107].
2. Pomoci definice kfivkového integralu spoctéte f(p f, kde:
a) f(z) = Rez, ¢ je orientovand tsecka [0, 1 + 4];

) f(z) =Imz, ¢ je kladné orientovand polokruznice |z| =1, 0 < argz < ;
f(2) = |z|, ¢ je orientovana tisecka [0, 2 — ;

flz) = | |, ¢ je kladné orientovana polokruznice |z| =1, —§ < argz < §
f(z) = %, ¢ je kladné orientovany obvod horniho polome21kruz1 mezi kruzmcemi lz| =1alz| =2;
f =ﬁ,cpjejakove).
3. Najdéte priristek logaritmu f podél ¢, jestlize
a) f(z) = z, ¢ je orientovand tsecka [u,v], kde u,v € C; b) f(z) = z, o(t) = exp2mit, t € [0,2]; ¢) f(z) =2z — 2,
v jako v b); d) f(2) =1, ¢ jako v b).
4. Nalrtnéte obraz kiivky ¢ a urdete hodnoty indexu vzhledem k ¢ v komponentach C \ (), pokud:
(a) ¢ je kiivka z p¥ikladu 2e); (b) p(t) =sin’t - €', t € [0, 27);
(¢) @ = @1 + 2, kde @1 (t) = sin®t - e, t € [0,7] a p2(t) =sin®t-e~ %, t € [0,7];
(d) ¢ =4 + [6m, —67] 4 [—67, =67 + 67i] + [—67 + 67i, 67i] + [67i, Ti], kde 1(t) = te’, t € [T, 6m].
5. S vyuzitim Cauchyovy véty, znalosti primitivnich funkci a definice spoctéte fw f, pokud:
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z) = m a ¢ je kladné orientovana kruznice o poloméru  a stiedu (al) 71, (a2) 0, (a3) 1, (ad) 2
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(
(z) = m a ¢ je kladné orientované kruznice o poloméru % a stiedu (bl) — (b2) 0, (b3) 1, (b4) 2
(z) = m a ¢ je kladné orientovan4 kruznice o poloméru 2 a stiedu (c1) —1, (c2) 3, (¢3) 2
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(2) = =5 a ¢ je kladné orientovana kruznice o poloméru r a stiedu r (r > 0).

6. Pomoci Cauchyova vzorce spoctéte integraly f(p f, kde

sin(z+1
Z) = g+1 ) )

a) f(
) f(Z) = 2 17 pjakova), c) f(z)= %7 piakova), d)f(z)= ;;1237 pjakova), e)f(z)= ez P ) ¢ jako v a).
(z+1)
7_, ¢ je kladné orientovand kruznice o stfedu 0 a poloméru r, kde |a| < r < |b|, n € Z,
(z—a)"(2—b)
7 S vyuzmm Cauchyovy vety spoctéte Newtonovy integraly
a) [" sin(2?)dz a [, cos(z?) dz (NAVOD: Integrujte funkci exp(iz?) pres obvod kruhové vysece o stiedu 0, pritem?

oblouk kruznlce je ohranic¢en body R a Rl\}’, dokazte, ze limita integralu pies uvedeny oblouk pro R — oo je 0 a

¢ je kladné orientovand kruZnice o stredu 0 a poloméru 2;

vyuzijte znalost integralu [ e~ da.)

b) fooo s‘% dz (NAVOD: Integrujte funkci BXPT(”) pres kiivku [r, R]+¢or+[-R, —r]+ ¢, kde R > r > 0, @R je kladné
orientovana horni polokruznice o stiedu 0 a poloméru R a v, je zdporné orientovana horni polokruznice o stfedu 0
a poloméru r; dokazte, ze limita integralu pies ¢r pro R — oo je 0; spoctéte limitu integralu pfes v, pro r — 0+
pomoci Lebesgueovy véty a uvazte imaginarn{ ¢ast.)

) ;T2 tsinadz a [ 2" coszda pro s € (0,1) (NAVOD: Integrujte funkci ms_1(z) exp(iz) pres kiivku [r, R] +
pr+[iR,ir]+ 1, kde R > r > 0, pg je oblouk kruznice o st¥edu 0 a poloméru R od R do iR a 1, je oblouk kruznice o

stfedu 0 a poloméru r od ir do r; spoctéte limity jako v (b); vysledek vyjadiete pomoci T'(s fo s=Lexp(—x)dz.)

VYSLEDKY A NAvODY. 1. a) Cést paraboly Imz = (Rez)?, Rez € [0,10], délka je fom VI+4Zdt = 5401 —
+In(v/401 — 20) (substituce ¢ = $ sinh¢); b) tGsecka spojujici ¢ a —i (kiivka ji projde tam a zpét), délka je 4; c) Gsecka
spojujici 1 4+ 4 a 1 (k¥ivka ji projde dvakrat tam a zpét), délka je 4; d) elipsa o stfedu v 0 a poloosami 2 ve sméru
redlné osy a 1 ve sméru imaginarni osy (kfivka ji probéhne dvakrat v kladném smyslu, po¢inaje v bodé —i), délka
je fo Vdcos2t +sin’tdt =8 |, W/Q V1 + 3cos? tdt; e) délka je f010 V1+2dt = 5101 — §In(v/101 — 10) (substituce
t = sinht), jde o ¢ast spirdly (Archimédovy). 2. a) B b) —Z, ¢) %(2 —1i),d) 2i,e) 3, f) —2. 3. a) Pokud
bod 0 lezi na Gsecce, pak nemé smysl; pokud tsecka ma prazdny prinik s polopfimkou (—oo, 0], pak log(v) — log(u);
pokud jeden krajni bod leZ{ na (—o0,0) a druhy mé nezdpornou imaginrni ¢dst, pak log(v) —log(u). Pokud mé tsecka
spoletny bod s (—o0,0), pak v p¥ipadé, ze Imv < 0 je p¥irtstek log(v) — log(u) + 2mi a v p¥ipadé, ze Imu < 0, pak
log(v) — log(u) — 2mi. b) 4mi; ¢) 0; d) —4mi.
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5. a): (al) mi, (a2) —2wi, (a3) =i, (ad) 0 (pro (ad) pouzijte Cauchyovu vétu piimo, pro ostatni pfipady rozlozte na
parcidlni zlomky, ty integrujte zvlast, na nékteré lze pouZit Cauchyova véta, zbylé integrily lze spocitat snadno z
definice); b): (b1l) —mi, (b2) 0, (b3) 7, (b4) 0 (pro (b4) pouZijte Cauchyovu vétu piimo, pro ostatni p¥ipady rozlozte
na parcialni zlomky, pfipady (b1) a (b3) pocitejte analogicky jako v a), pro p¥ipad (b2) navic lze pouzit, ze funkce z%
mé primitivni funkei); ¢): (cl) 27, (¢2) 0, (c3) —27i (rozloZte na parcialni zlomky, navic pouzijte fakt (dokazte si ho
7z Cauchyovy véty), 7e pokud |b—a| < 7, tj. b € U(a,r), pak integral z ﬁ podél kladné orientované kruZnice o stiedu
a a poloméru r je roven integralu z ﬁ pres kladné orientovanou kruznici o stfedu b, pricemz posledni integral lze
snadno spoditat z definice a nezdvisi na poloméru kruznice); d) pro r < £ vyjde 0 (z Cauchyovy véty), pro 7 = £ nemé
smysl, pro 7 > 1 vyjde i (pouZijte fakt zminény v c) k ditkazu, ze pro r > 1 je vysledek stejny jako pror =1). 6.
a)2mi - S02) — _jrginh 2 (rozlozte —i na parcidlni zlomky a rozdélte na dva integraly); b) mi(e — 1) (rozlozte =
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na parcidlni zlomky a rozdélte na dva integraly); ¢) wi(e — 1) (rozlozte na parcidlni zlomky a rozdélte na dva
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integraly); d) % (pouzijte Cauchyiiv vzorec pro druhou derivaci); e) 27i (rozsifte z a pouzijte fakt, ze funkce =5 je

po dodefinovani holomorfni v bodé 1); f) —% (pouzijte Cauchytiv vzorec pro vyssi derivace). 7. a) % (oba),
. 2 . o . 2 2 2

b) %, c) ['(s)sin 57, T'(s) cos &*. 8. a) % proa =0, ok ;‘;E:Zﬁ_i‘o‘;:‘;g jinak; b) T84 c) —T—  d) T, e)

—53. 1) Figh =2, g) 5 (14 %), h) —weotgme, i) . 9.a) 5, ) 5, ¢) /Fexp(—50), ) iy, o) m,

sin Ta " sinmwe” 2 sin(m/p) "’
f) 7(b —a), g) §-




