
IV. Aplika
e reziduové vìty

1. Spoètìte integrály:

a)

∫∞

0

dx
(x2+1)

n (n ∈ N), b)

∫∞

0

x2+1

x4+1

dx, 
)

∫∞

0

dx
(x2+a2)(x2+b2) (a, b > 0),

d)

∫∞

0

x2

(x2+a2)3 dx (a > 0), e)

∫∞

−∞
x

(x2+4x+13)

2

dx, f)

∫∞

−∞
xn

1+x2n dx (n ∈ N, n > 1),

g)

∫∞

−∞
x2−x+2

x4+10x2+9

dx.

[Návod: Nejprve pøeveïte na integrál od −∞ do ∞ pomo
í symetrie. Pak integrujte pøes [−R,R℄∔ϕR, kde ϕR(t) =
Reit, t ∈ [0, π℄, pou¾ijte reziduovou vìtu a to, ¾e integrál pøes ϕR má limitu 0 pro R→ ∞.℄

2. Spoètìte integrály:

a)

∫∞

0


os x
x2+a2 dx (a > 0), b)

∫∞

0


os x
(x2+a2)2 dx (a > 0), 
)

∫∞

0

x2−b2

x2+b2
sin ax

x dx (a, b > 0),

d)

∫∞

0

sinπx
x3−x , e)

∫∞

−∞
sinπx
x2+x , f)

∫∞

−∞
x−8

4x2−1


osπxdx.

[Návod: Nejprve pøeveïte na integrál od −∞ do ∞ pomo
í symetrie. Pro pøípad e): Integrujte funk
i

eiπz

z2+z podél

køivky [−R,−1− r℄ ∔ φr ∔ [−1 + r,−r℄ ∔ ψr ∔ [r, R℄ ∔ ηR, kde R > 1 a r ∈ (0, 1
2

), φr(t) = −1 + re−it
, t ∈ [−π, 0℄,

ψr(t) = re−it
, t ∈ [−π, 0℄, ηR(t) = Reit, t ∈ [0, π℄. Zkoumejte limitu pro R → ∞ a r → 0+. Uka¾te, ¾e integrál pøes

ηR má pro R → ∞ limitu 0 (Jordanovo lemma) a spoètìte limitu integrálù pøes φr a ψr pomo
í reziduí v 0 a v −1.

Na závìr uva¾te imaginární èást. V ostatní
h pøípade
h postupujte analogi
ky.℄

3. Spoètìte integrály:

a)

∫∞

0

xa

x2+1

dx (a ∈ (−1, 1)), b)

∫∞

0

xa

(x2+1)

2

dx (a ∈ (−1, 3)), 
)

∫∞

0

dx
xa

(x+b) (a ∈ (0, 1), b > 0), d)

∫∞

0

xa

(x+b)(x+2b) ,

(|a| < 1, b > 0).

[Návod pro a /∈ Z: Proveïte substitu
i x = ey, výslednou funk
i integrujte pøes obvod obdélníka o vr
hole
h −R, R,
R+ 2πi, −R+ 2πi a uva¾te limitu pro R → ∞.℄

4. Spoètìte integrály:

a)

∫∞

0

lnx
(1+x)3 dx, b)

∫∞

0

lnx
1+x2 dx, 
)

∫∞

0

lnx
(1+x2)2 , d)

∫∞

0

ln

k x
1+x2 dx (k ∈ N).

[Návod: Pro 0 < r < R a α ∈ (0, π
2

) uva¾me køivku (

·−φr,α) ∔ [reiα, Reiα℄∔ φR,α ∔ [Re−iα, re−iα
℄, kde φr,α = reit,

t ∈ [α, 2π − α℄. Dále ne
h» A(z) ∈ Arg(z) ∩ [0, 2π) a L(z) = ln |z|+ iA(z) pro z 6= 0. Pro pøíklad d) integrujte funk
i

Lk
(z)

1+z2 pøes uvedenou køivku. Proveïte limitní pøe
hod pro α→ 0+ a pak pro r → 0+ a R → ∞ a odvoïte rekurentní

vztah pro uvedený integrál v závislosti na k. Pro ostatní pøípady integrujte analogi
kou funk
i, v ní¾ bude L2

(z).℄
5. Najdìte souèty øad:

a)

∞
∑

n=1

n2

n4+a4 , a ∈ C; b)

∞
∑

n=−∞

(−1)

n

(a+n)2 , a ∈ C \ Z; 
)
∞
∑

n=−∞

1

(a+n)2 , a ∈ C \ Z;

d)

∞
∑

n=1

1

n2 ; e)

∞
∑

n=1

(−1)

n

n2 ; f)

∞
∑

n=−∞

1

n2+n+1

; g)

∞
∑

n=0

(−1)

n

n2+a2 , a ∈ C, ia /∈ Z;

h) limn→∞
∑n

k=−n
1

k−c , c ∈ C \ Z; i) limn→∞
∑n

k=−n
(−1)

k

k−c , c ∈ C \ Z.

[Návod: Pro pøípad 
) uva¾te funk
i f(z) =

π 
otg πz
(a+z)2 , aplikujte reziduovou vìtu na integrál z f podél kru¾ni
e o

støedu 0 a polomìru n+

1

2

a uva¾te limitu pro n→ ∞. Pou¾ijte fakt, ¾e funk
e 
otgπz je na tì
hto kru¾ni
í
h stejnì

omezená. Pro pøípad b) postupujte analogi
ky, jen místo π 
otgπz pou¾ijte funk
i

π
sinπz .℄

6. Spoètìte integrály:

a)

∫∞

0

sin

2 x
x2 dx. [Návod: Integrujte funk
i

1−e2iz

z2 podél køivky [r, R℄ ∔ ϕR ∔ [−R,−r℄ ∔ (

·−ϕr), kde ϕr(t) = reit,
t ∈ [0, π℄.)

b)

∫∞

0

1−
osx
x2 dx. (Návod: Podél køivky z a) integrujte funk
i

1−eiz

z2 .)


)

∫∞

−∞
e−ax2


os bxdx (a, b > 0). (Návod: Integrujte funk
i e−az2
podél obvodu obdélníka s vr
holy −R, R, R+ i b

2a ,

−R+ i b
2a . Pou¾ijte znalost

∫∞

−∞ e−ax2
dx.)

d)

∫∞

0

1

1+xp dx (p > 1). (Návod: Je-li p ∈ N, integrujte funk
i

1

1+zp podél køivky [0, R℄∔ϕR∔ [R exp(

2πi
p ), 0℄, kde ϕR

je pøíslu¹ný oblouk kru¾ni
e o støedu 0. V obe
ném pøípadì je tøeba integrovat funk
i

1

1+exp(pL(z)) , kde L(z) ∈ Log(z)

je takové, ¾e ImL(z) ∈ [−ε, 2π − ε), kde ε > 0 je dost malé (ε < 2π(1− 1

p )), a kolem bodu 0 je tøeba pøidat oblouk

kru¾ni
e jako v pøíkladu VIII/5.)

e)

∫∞

0

x
x4+1

dx. (Návod: Integrujte funk
i

z
z4+1

pøes køivku jako v pøípadì d) pro p = 4.)

f)

∫∞

0


os 2ax−
os 2bx
x2 dx (a, b ∈ R). (Návod: Integrujte funk
i

e2iaz−e2ibz

z2 pøes køivku z a).)

g)

∫∞

0

sin

3 x
x3 dx. (Návod: Integrujte funk
i

3eiz−e3iz

z3 pøes køivku z a).)
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V

�

ysledky a n

�

avody. 1. a)

π
2

2n−1

·
(

2n−2

n−1

)

, b)

π√
2

, 
)

π
2ab(a+b) , d)

π
16a3 , e) − π

27

, f) 0 pro n li
hé,

2π
n

sin

π
2n

sin

π
n

pro n

sudé, g)

5

12

π. 2. a)

πe−a

2a , b)

πe−a

4a3 (a + 1), 
)

π
2

(2

−ab − 1), d) −π, e) 2π, f) 4π. 3. a)

π
2

pro a = 0, π
sin

πa
2

sinπa pro

a 6= 0, b) 2 pro a = 1, −π
4

· a−1


os

πa
2

pro a 6= 1, 
)

π
ba sinπa , d) (2

a − 1)

π sin ln 2

4 
osh

π
2

pro a 6= 0, − ln 2

b pro a = 0. 4. a) − 1

2

, b)

0, 
) − 1

4

π, d) I
2k+1

= 0, I
0

=

π
2

, I
2k = − 1

2k+1

((−1)

k+1

π2k+1

2

2k+2 (3
2k+1 − 1) +

∑k−1

j=0

(−1)

k−j
(

2k+1

2j

)

(2π)2k−2jI
2j). 5. a)

π2

6

pro a = 0,

π
2a

√
2

· sinhπa
√
2−sinπa

√
2


oshπa
√
2−
osπa

√
2

jinak; b)

π2 
osπa
sin

2 πa
, 
)

π2

sin

2 πa
, d)

π2

6

, e) −π2

12

, f)

2π
3

tgh

π
√
3

2

, g)

1

2a2 (1+
πa

sinπa ), h)

−π 
otg πc, i) − π
sinπc . 6. a)

π
2

, b)

π
2

, 
)

√

π
a exp(− b2

4a ), d)
π/p

sin(π/p) , e) π, f) π(b − a), g) π
8

.


