IV. APLIKACE REZIDUOVE VETY
1. Spoététe integrély:
a) Jo 1 2+1)" (neN), b) 5" i‘lﬂ dz, o) [5 MW (a b>0),
d) fo Wdz (a >0), e) ffooomd:c, f) foooo 1+12n dz (neN, n>1),
) f x —z+2 dzr.

oo xt+10x24+9

[NAvoD: Nejprve prevedte na integral od —oo do oo pomoci symetrie. Pak integrujte pies [—R, R] + ¢r, kde ¢g(t) =
Re', t € [0, 7], pouZijte reziduovou vétu a to, Ze integral pres pr m4 limitu 0 pro R — c0.]

2. Spoctéte integraly:

o]

o0 cosx cos x o0 2212 sinax
fO z24a? d.CC a > 0 fO 2—‘,—(12)2 a > 0 fO PR — dx ((J,7 b > 0),
o0 %) _8
d) [o°SBEE, o) [T 8L, f) [T 15 cosma da.

224z
kiivky [-R, =1 —7]+ ¢, + [-1+r,—r] + ¢, +[r,R] + g, kde R > L ar € (0,1), ¢.(t) = =1+ re” ™, t € [-7,0],
Pe(t) = re” t € [-7,0], nr(t) = Re®, t € [0,7]. Zkoumejte limitu pro R — co a r — 0+. Ukaite, Ze integrél pres
nr ma pro R — oo limitu 0 (Jordanovo lemma) a spoctéte limitu integrala pies ¢, a 1, pomoci rezidui v 0 a v —1.
Na zavér uvazte imagindrni ¢ast. V ostatnich p¥ipadech postupujte analogicky.]
3 Spoététe integrély §

a) ;7 Fd €(-1,1)), b) f;° (IQH dz (a € (-1 ) Jo° Ia(xﬂb ac(0,1),b>0), d) ;5 e
(la| <1, > 0).
[NAvVOD PRO a ¢ Z: Provedte substituci z = e¥, vyslednou funkeci integrujte pres obvod obdélnika o vrcholech —R, R,
R+ 2mi, —R + 2mi a uvaizte limitu pro R — 00.]
4. Spoctéte integrély

[NAvoDn: Nejprve pievedte na integral od —oco do oo pomoci symetrie. Pro pﬁpad e): Integrujte funkci £ ~ podél

a) fOOO (1115)3 foo fimwz de' fO (1rxm2 2 d) fooo irixmz dx (k E N)
[NAVOD: Pro 0 <r < R a « € (0,5) uvazme kiivku (= ¢, o) + [re’®, Re'®] 4+ ¢pp o + [Re™", e~ "], kde ¢y = re™,

t € [a, 2 — a]. Déle necht A(z) € Arg(z) N[0,27) a L(z) = In|z| + iA(z) pro z # 0. Pro prlklad d) integrujte funkci
k

ﬁ +(;) pies uvedenou kiivku. Provedte limitni pfechod pro a — 0+ a pak pro r — 0+ a R — oo a odvodte rekurentni

vztah pro uvedeny integral v z4vislosti na k. Pro ostatni pifpady integrujte analogickou funkci, v ni# bude L?(z).]

5. Najdéte soucty rad:
) 3w acGh) Y ElhaeC\Zio) 3 hp aeC\Z

77,:1 n——oo n=—oo
) > o) X GNP e > faeCliag
n=1 n=1 n=-—oo n=0
h) limy, oo S0, 2, e € C\ Z; i) lim, oo S0 &1 ceC\ Z
[NAvoDn: Pro piipad c) uvazte funkci f(z) = ’f(f;’;g)’f, aplikujte reziduovou vétu na integral z f podél kruZnice o

stfedu 0 a poloméru n + % a uvazte limitu pro n — oco. Pouzijte fakt, ze funkce cotg 7z je na téchto kruznicich stejné
omezend. Pro piipad b) postupujte analogicky, jen misto 7 cotg 7z pouzijte funkci T—.]
6. Spoctete integraly:

a) [° S“; 2 dz. [NAvoD: Integrujte funkci 1=
t G [0,7].)

b) [;7 L ;0” dz. (NAvoD: Podél kiivky z a) integrujte funkci 1;52 )
c) ffooo e=%” cos br da (a,b > 0). (NAvoD: Integrujte funkci e—a?’ podél obvodu obdélnika s vrcholy —R, R, R+ z%,
—R + 12 Pousijte znalost [ e~ dz.)
dz (p > 1). (NAVOD. Je-li p € N, integrujte funkci H-% podél kiivky [0, R] + <pR +[R exp(m) 0], kde ¢r
m, kde L( ) € Log(2)
je takové, 7e Im L(z) € [—&,2m — ¢), kde € > 0 je dost malé (¢ < 2w(1 — %)), a kolem bodu 0 je t¥eba pfidat oblouk
kruznice jako v piikladu VIII/5.)
e) fOOO i dw. (NAvoD: Integrujte funkci —7 Dies kiivku jako v ptipadé d) pro p = 4.)

2iaz 2ibz

fooo e Zaz—cos2bx (g (g, b € R). (NAVOD: Integrujte funkci Zie pres kiivku z a).)
g) [o° sin sin’ dx (NAvob: Integrujte funkci u pres kiivku z a).)

<= podél kiivky [r, R] + ¢r + [~ R, —r] + (= ¢,), kde ¢, (t) = re',

fO 1+z1’
je prislusny oblouk kruznice o stfedu 0. V obecném pripadé je tfeba integrovat funkci
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