UVOD DO KOMPLEXNI ANALYZY

PRIKLADY PRO POROZUMENI LATCE — LS 2024/2025

PRIKLADY KE KAPITOLE III

SOUVISLOST, KOMPONENTY, PRIMITIVNI FUNKCE

Piiklad 1. Necht M C R" je neprazdnd mnoZina. Pfipomeiime, Ze komponentou mnoziny
M rozumime maximaéalni souvislou podmnozinu M.

(1) Necht z € M. Ukazte, ze sjednoceni vSech souvislych podmnozin mnoziny M,
které obsahuji bod x, je komponenta mnoziny M.

(2) Ukazte, ze kazdd komponenta mnoziny M je relativné uzaviend podmnozina M.

(3) Necht M je oteviend v R". Ukazte, ze kazd4 jeji komponenta je oteviend mnozina.

(4) Necht M je oteviend v R™. Ukazte, ze M ma jen spocetné mnoho komponent.

(5) Ukazte na piikladu, ze komponenta neoteviené mnoziny nemusi byt relativné
oteviena v M.

(6) Ukazte na prikladu, ze uzaviend podmnozina R"™ muze mit nespocetné mnoho
komponent.

(7) Ukazte na piikladu, ze uzaviend podmnozina R" nemusi mit zaddnou relativné
otevienou komponentu.

Navod: Definice a zdkladni vlastnosti souvislyjch mnozin najdete v Apendizu 3. (2) UkaZte, Ze
mnozina, kterd obsahuje hustou souvislou podmnozinu, je rovnéz souvisla. (3) PouZijte souvis-
lost oteviené koule a bod (1). (4) PouZijte separabilitu R™. (5) Uvazte napriklad konvergentni
posloupnost doplnénou o limitu. (6,7) Uvazte napriklad Cantorovo diskontinuum.

Priklad 2. Necht 2 C R" je oteviend souvisld mnozina. Ukazte, Ze kazdé dva body z Q
Ize spojit lomenou ¢érou v €.

Navod: Projdéte dikaz Véty II1.4.

Piiklad 3. Necht Q C C je oteviend mnozina a f : Q — C spojitd funkce. Ukazte, Ze f
ma na ) primitivni funkci, pravé kdyz f@ f =0 pro kazdou uzavienou cestu ¢ v Q.

Navod: Pouzijte Vétu I11.5 na kaZdouw komponentu mnoziny Q.

Piiklad 4. Ukaizte, Ze funkce f(z) = 2 nemd primitivn{ funkci na C\ {0}.

z
Navod: Spoctéte (z definice) integrdl podél kladné orientované kruznice o stredu 0 a pouZijte

Vétu I11.5.

Piiklad 5. Ukazte, Ze neexistuje holomorfni funkce L na C\ {0} spliaujici e**) = 2 pro
z € C\ {0}.
Navod: Ukazte, Ze by muselo platit L'(z) = % a pouZijte Priklad 4.
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HOLOMORFN{ FUNKCE DEFINOVANE POMOC{ INTEGRALU
Piiklad 6. Polozme -
I'(s) :/ ¥ e da
0
pro ta s € C, pro kterd integral konverguje (jakozto Lebesgueuv).
(1) Ukazte, ze integral konverguje, pravé kdyz Res > 0.
(2) Ukazte, ze funkce I' je holomorfni na mnoziné Q2 = {s € C;Res > 0} a spoctéte
jeji derivaci.
(3) Ukazte, ze pro pro s € Q plati I'(s + 1) = sI'(s).
(4) Ukazte, ze pron € Nje I'(n) = (n — 1)L
Navod: (2) Pouzijte Vétu II1.6 na mnoziné {s € C;Res > ¢}, kde ¢ > 0 je libovolné. (3)
Pouzigte integraci per partes. (4) Spoctéte I'(1), pouzijte (3) a matematickou indukci.

Priiklad 7. Ukazte, ze funkce definovand vzorcem
1
costz
= dt
o) = [ 28
je holomorfni na mnoziné C\ [—1,0] a spoctéte jeji derivaci.

Priklad 8. Ukazte, ze funkce definovand vzorcem

o) = [ S5 dw
©

ev —z
kde ¢ je orientovand tsecka [0, 7] je holomorfni na mnoziné C\ {e;¢ € [0, 7]} a spoctéte
jeji derivaci.
APLIKACE LOKALNI CAUCHYOVY VETY A CAUCHYOVA VZORCE
Piiklad 9. Proa € C,0 <7 < R < 400, a € [0,27) a 0 € (0,27] oznac¢me
P(a,r, R;a,0) ={a+pe;pe (r,R) & t € (a,a+0)}.

(1) Nacrtnéte tvar mnoziny P(a,r, R;«,0).

(2) Ukazte, ze pro kazdou volbu r, R existuje ¢ € (0,27), ze kdykoli a, «, 6 jsou jako
vyse a navic § < ¢, pak mnozina P(a,r, R; a,0) je hvézdovita.

(3) Necht a,r, R, a jsou jako vyse. Ukazte, ze kazda holomorfn{ funkce na P(a,r, R; a, 27)
ma na této mnoziné primitivni funkeci.

Navod: (3) Pouzijte (2), Vétu II1.13 a za ni ndsledugjici poznamku o nalepovdni.



Piiklad 10. Necht 2 C C je oteviend hvézdovitd mnozina. Necht f je funkce holomorfni
na €2, ktera na €2 nenabyva hodnoty 0.

(1) Ukazte, 7e existuje funkce L holomorfni na €2, kterd spliiuje e“*) = f(z) pro z € Q.
(2) Ukazte, Ze existuje funkce g holomorfn{ na €2, pro kterou plati g> = f.
(3) Ukazte, Ze existuji pravé dveé funkce g;, g» holomorfn{ na § spliujici g7 = g3 = f.

Navod: (1) Spoctéte, cemu se musi rovnat derivace funkce L, a na vyslednou funkci aplikujte
Vétu II1.15. (2) Vyjddrete g pomoci funkce L z bodu (1). (3) Necht g je funkce, jejiz existence
je zarucéena bodem (2). Pak funkce g a —g jsou rizné a spliuji g*> = (—g)? = f. Zbyjvd ukdzat,
Ze neexistuje jind takovd funkce. Necht h je holomorfni na Q a spliuje h?> = f. Zvolme a €
Q libovolné. Pak nutné h(a) = g(a) nebo h(a) = —g(a) (napr. diky Veéticce 11.6(2)). Dejme
tomu, Ze h(a) = g(a). Zvolme 0 < r < |g(a)|. Diky spojitosti funkci g a h existuje 6 > 0, Ze
9(U(a,6)) C Ulga),7) a h(U(a,5)) C Ulg(a),r). Pro kaidé = € Ula,6) je h(2)? = g()? = f(2),
a tedy h(z) = g(z) nebo h(z) = —g(z). Protoze viak h(z) € U(g(a),r), —g(2) € U(—g(a),r) a
U(g(a),r)NU(—g(a),r) =0, nutné h(z) = g(z), a tedy h = g na U(a,?). Na zdvér pouZijte vétu
o jednoznacnosti (Véta 111.21).

Priklad 11. Ukazte, Ze neexistuje holomorfn{ funkce g na C\ {0} spliujici g(z)* = z pro
z € C\{0}.

Navod: Uvazte tri kruhy: Uy = U(—1,1), Uy = U(e'3,1) a Us = U(e™"3,1). Na kazdém z nich
explicitné vyjddrete funkce g1 a g2 2 Prikladu 10(3) (vyuZijte k tomu funkci my 3). Rozborem
pripadu dokaZte, Ze neexistuje hledand funkce g ani na Uy U Us U Us.

Piiklad 12. Necht f je celd funkce, pro kterou f(C) neni hustd podmnozina C. Ukazte,
ze f je konstantni.

Navod: Pokud f(C) neni hustd, pak ezistuje a € C a r > 0, Ze f nenabyvd Zidné hodnoty z
kruhu U(a,r). Aplikujte Liouvilleovu vétu

Piiklad 13. Necht f je celd funkce, kterd nenabyva zadné hodnoty z néjaké polopifmky.
Ukazte, ze f je konstantni.

Navod: Ezistuje a € C a komplexni jednotka «, Ze funkce g = af — a) nenabyvd Zdadné
hodnoty z poloprimky (—oo,0]. Aplikujte Priklad 12 na funkcilogg.

Piiklad 14. Necht © C C je oteviend mnozina a M C €2 je mnoZina izolovana v €.
(1) Ukazte, ze mnozina 2\ M je oteviena.
(2) Necht f je komplexni funkce spojitd na © a holomorfn{ na Q \ M. Ukazte, Ze f je
holomorfni na §2.

Piiklad 15. Necht Q C C je oblast a f funkce holomorfni na €2, kterd neni konstantni.
Necht funkce |f| nabyvd v bodé a € € lokdlntho minima. Ukazte, ze f(a) =

Navod: Postupujte sporem. Aplikujte princip maximu modulu (Véta II1.22) na funkci % na
néjakém kruhu o stredu a a ndsledné pouZijte vétu o jednoznacnosti (Véta 111.21).

Priklad 16. Ukazte, ze funkce I z Piikladu 6 1ze jednoznacneé rozsitit na funkci holomorfni
na mnoziné C\ {0,—1,—-2,—3,... }. (Toto rozsifeni se rovnéz znaci I'.)

Navod: Vzorec z bodu (3) Prikladu 6 lze prepsat ve tvaru I'(s) = 1T'(s +1). Tento vzorec lze
pouZit jako definici holomorfni funkce na {s;Res > —1}\{0}, kterd se na {s;Re s > 0} shoduje s
I'. Podobné lze pokracovat ddle indukci a pro kaZdé n € N rozsirit funkci I' na funkci holomorfni
na {s;Res > —n}\{0,—1,...,—n + 1}. Jednoznaénost rozsireni plyne z véty o jednoznacénosti
(Véta 111.21).



Piiklad 17. Polozme

1
C(s) = 2 v

pro ta s € C, pro ktera rada konverguje.
(1) Ukazte, ze fada konverguje absolutné, pravé kdyz Res > 1.

(2) Ukazte, ze funkce ¢ je holomorfni na poloroviné {s € C;Res > 1}.

Navod: (2) Ukazte, Ze Tada na oné poloroviné konverquje lokdlné stejnomérné a pouZijte
Weierstrassovu vétu (Véta II1.23).

Piiklad 18. Polozme

n=1
pro ta s € C, pro ktera rada konverguje. Symbolem ( znacmé funkci z Prikladu 17.
(1) Ukazte, ze fada konverguje, pravé kdyz Res > 0.
(2) Ukazte, ze funkce g je holomorfni na poloroviné {s € C;Res > 0}.
(3) Ukazte, ze g(s) + ((s) = 27%¢(s), pokud Res > 1.
(4) Ukazte, ze funkci ¢ lze jednoznacné rozsifit na funkci holomorfni na mnoziné

{s € C;Res > 0} \ {1 + %% k € Z}.

In2

Navod: (1) Je-liRes < 0, neni splnéna nutnd podminka konvergence. Ddle oznac¢me n-tyj élena
fady symbolem ay(s). Ukazte, Ze pro Res > 0 je an(s) — 0 pron — oo a fada Y > | (agn—1(s) +
asn(8)) konverguje absolutné. Z toho odvod'te konvergenci pivodni rady. (2) Pro ¢ > 0 ukaZte,
Ze an(s) = 0 a rada Y2 (agn—1(8) + azn(s)) konverguje stejnomérné na {s € C;Res > ¢}. Z
toho odvodte, Ze pivodni Tada konverguje lokdlné stejnomérné na poloroviné {s € C;Res > 0} a
pouzijte Weierstrassovu vétu (Véta I11.23). (3) Proved'te primy vypocet. (4) Ze vzorce v bodé (3)
vyjadrete ((s) a vysledny vzorec pouZigte jako definici funkce holomorfni na uvedené mnoziné.

Priklad 19.
(1) Ukazte, ze ((s) = s [~ ts[ﬂl dt (kde [t] znaci celou ¢dst ¢isla t) pro Res > 1.

(2) Ukazte, ze ((s) = 25 + 5+ s [, [t};ﬁ% dt (kde [t] znaci celou ¢ast ¢isla t) pro
Res > 1.

(3) Ukazte, ze funkci ¢ lze jednozna¢né rozsifit na funkci holomorfni na mnoziné
{s € C;Res >0} \ {1}.

(4) Necht g je funkce z Piikladu 18. Ukazte, ze g(1 + 2:24) = 0 pro k € Z \ {0}.

Navod: (1) Ukazte, Ze integrdl konverguje, spoctéte vyraz, v némsz je integrdl nahrazen fln, a
pak spoctéte limitu pro n — +o00. (8) PouZijte k rozsitent vzorec z bodu (2). (4) PouZijte bod (3)
a vyjadreni ((s) z Prikladu 18(4).



