UVOD DO KOMPLEXNI ANALYZY

PRIKLADY PRO POROZUMENI LATCE — LS 2024/2025

PRIKLADY KE KAPITOLE IV

Piiklad 1. Necht funkce f a g jsou holomorfni na okoli bodu a € C, f(a) = g(a) =0 a
g neni konstantni na okoli bodu a. Ukazte, ze
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Navod: g md v bodé a koven néjaké ndsobnosti, f je bud konstantni nula na okoli bodu a nebo

md v bodé a koten néjaké ndsobnosti. Spoctéte obé limity (provedte rozbor moznosti) a ukazte,
ze ve vSech pripadech limity existuji a rovnaji se.

Piiklad 2. Necht funkce f a g jsou holomorfni na okoli bodu a € C a v bodé a maji obé
pol. Ukazte, ze
/
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Navod: Spoctéte obé limity (provedte rozbor moznosti v zdvislosti na ndsobnostech poli) a

ukazte, Ze ve vsech pripadech limity existuji a rovnaji se.
Piiklad 3. Ukaizte, ze kazda funkce holomorfni na C je konstantni.

Navod: Pouzijte kompaktnost C (pouzijte ztotoinéni s So dle Véty IV.1) a Liouvilleovu vétu
(Veéta 111.18).

Priklad 4. Necht f je celd funkce, kterd ma v oo pdl ndsobnosti p € N. Ukazte, ze f je
polynom stupné p.

Navod: Vyuzijte pozndmku za Liouvilleovou vétou pron =p+ 1.
Piiklad 5. Ukazte, 7e kazd4 mnozina izolovana v C je kone¢né.

Navod: PouZijte kompaktnost C.

Piiklad 6. Necht M C C je konecnd, f : C\ M — C je funkce holomorfni na C\ M,
kterd ma v kazdém bodé mnoziny M pdl (tj., f je meromorfni na C). Ukazte, ze f je
raciondlni funkce (tj. podil dvou polynomu).

Navod: Najdéte polynom Q) takovy, Ze funkce f - Q) md ve vSech bodech mnoZiny M N C od-
stranitelnou singularitu, tedy po dodefinovdni limitou jde o celou funkci. Na tuto funkci aplikujte
Priklad 4.

Piiklad 7. Oznacme f(z) = == a g(z) = mcotgmz.

(1) Ukazte, ze funkce f a g jsou holomorfni na C\ Z.
(2) Ukazte, ze v kazdém bodé k € Z maji funkce f a g pdl ndsobnosti jedna.
(3) Ukazte, ze pro k € Z plati res, f = (—1)* a resp g = 1.



Piiklad 8. Ukazte, ze funkce I' (viz Piiklady 6 a 16 ke Kapitole III) mé v kazdém z bodu
0,—1,—2,... pdl nasobnosti jedna a spoctéte rezidua funkce I' v téchto bodech.

Navod: Pouzijte znalost hodnoty T'(1) = 1 a platnost vzorce I'(s) = T(s+ 1) pro s € C\
{0,—1,-2,...} (a vzorec z Véty IV.4(2)).

Priklad 9. Ukazte, ze funkce ¢ (viz Priklady 17-19 ke Kapitole III) ma v bodé 1 pdl
nasobnosti 1 a spoctéte reziduum v tomto bodé.

Navod: PouZijte vzorec z Prikladu 19(2) ke Kapitole III.

Piiklad 10. Necht a € C,r > 0 a f, g jsou dvé funkce holomorfni na P(a, r). Rozhodnéte,
jaky typ izolované singularity ma v bodé a funkce fg za predpokladu, ze
(1) f mé v bodé a pdl ndsobnosti p a g mé v bodé a pdl ndsobnosti g;
(2) f mé v bodé a pdl a g ma v bodé a podstatnou singularitu;
(3) f mé v bodé a pdl nasobnosti p a g mé v bodé a kofen ndsobnosti ¢;
(4) f ma v bodé a odstranitelnou singularitu a ¢ mé v bodé a podstatnou singularitu;
(5) f 1 g maji v bodé a podstatnou singularitu.

Navod: (4) Rozliste pripad, kdy f je konstantni nulovd funkce, od ostatnich pripadi. (5)
Pomoci konkrétnich prikladi ukazte, Ze mohou nastat viechny moznosti.

Piiklad 11. Necht a € C,r > 0 a f, g jsou dvé funkce holomorfni na P(a, r). Rozhodnéte,
jaky typ izolované singularity muze mit v bodé a funkce f 4 g za predpokladu, ze

(1) f ma v bodé a pdl nasobnosti p a ¢ ma v bodé a pdl nasobnosti g;

(2) f mé v bodé a pdl a g ma v bodé a podstatnou singularitu;

(3) f mé v bodé a odstranitelnou singularitu;

(4) f 1 g maji v bodé a podstatnou singularitu.

Navod: (1) Rozliste pripady p = q a p # q. Moznosti pro pripad p = q ilustrujte konkrétnimi
priklady. (4) Pomoct konkrétnich prikladi ukaZte, Ze mohou nastat vSechny moznosti.

Piiklad 12. Necht a € C a funkce f je holomorfni na néjakém prstencovém okoli bodu
a, pricemz v bodé a ma podstatnou singularitu.

(1) Na piikladu konkrétni funkce f ukazte, Ze funkce + nemusi mit v bodé a izolovanou

f
singularitu.
(2) Na prikladu konkrétni funkce f ukazte, ze funkce % muze mit v bodé a izolovanou
singularitu.

3) Necht funkce + ma v bodé a izolovanou singularitu. Ukazte, Ze to musi byt pod-
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statnd singularita.

azte, ze existuje ¢ ze funkce +—
(4) Ukazte, 7 istuje ¢ € C, ze funk fic
(5) Must existovat ¢ € C, ze funkce ﬁ ma v bodé a izolovanou singularitu?
6) Pro kolik riiznych hodnot ¢ € C muize mit funkce -~ v bodé a izolovanou singu-
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laritu?

nema v bodé a izolovanou singularitu.

Navod: (1,2) Uvédomte si, Ze funkce % md v bodé a izolovanou singularitu, prdvé kdyz f
je nenulovd na néjakém prstencovém okoli bodu a. (3,4) Pouzijte Casorati-Weierstrassovu vétu
(Veéta IV.2). (5) Vyuzijte napriklad Priklad 10 ke kapitoldm I a I1. (6) Pouzijte Velkou Picardovu
vétu (viz pozndmka za Vétou IV.2).



Piiklad 13. Necht a € C, r > 0 a f, g jsou dvé funkce holomorfni na U(a,r), které
nejsou konstantné rovny nule. Predpokladejme, ze ¢ ma v bodé a kotfen nésobnosti p € N
apro z € U(a,r) plati |f(2)| < |g(2)|. Ukaztem ze funkce f ma v bodé a kofen nasobnosti
alespon p.

Navod: Pouzijte Casorati-Weierstrassovu vétu (Véta IV.2) na funkci 5.

Piiklad 14. Necht a € C, r > 0 a f, g jsou dvé funkce holomorfni na P(a,r), které
nejsou konstantné rovny nule. Predpokladejme, ze ¢ ma v bodé a pdl nasobnosti p € N a
pro z € P(a,r) plati | f(2)] < |g(2)|. Ukaztem Ze funkce f ma v bodé a bud’ odstranitelnou
singularitu nebo pol nasobnosti nejvyse p.

Navod: Pouzijte Casorati-Weierstrassovu vétu (Véta IV.2) na funkci 5.

Priklad 15. Necht f a g jsou dvé celé funkce, pro které plati, ze |f(2)| < |g(z)| pro
vSechna z € C. Ukazte, ze funkce f je ndasobkem funkce g.

Navod: Pokud f mebo g je konstatni nulovd funkce, je to zrejmé. Pokud f a g nejsou kon-
statni nulové funkce, uvazme funkci %. Pomoci kombinace véty o jednoznacnosti (Véta I11.21) a

Casorati- Weierstrassovy véty (Véta IV.2) ukazte, Ze funkci 5 lze (jednoznacéné) rozsirit na celou
funkci. Dokonéete s pouZitim Liouvilleovy véty (Véta I11.18).

Piiklad 16. Necht f je raciondlni funkce. Ukazte, Ze f je souctem polynomu a linedrni

kombinace funkcf tvaru z — —3, kde a € C a k € N. (To dava dikaz véty o rozkladu

(z—a)k>

na parcialni zlomky.)

Navod: f md v C konecéné mnoho pdli — ay,...,an. Pro j =1,...,n necht g; je hlavni édst
Laurentovy rady funkce f v prstencovém okoli bodu aj. Pak f — Z?Zl g; je raciondlni funkce,
kterd je holomorfni na C, tedy je to polynom.

Piiklad 17. Necht f je raciondlni funkce a z1, ..., 2, vSechny jeji pély v C. Ukaite, Ze
ZI'GSZJ. f = a1,
j=1
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kde a_; je koeficient u 27" v Laurentové rozvoji funkce f v prstencovém okoli oo.

Navod: Oznacte ¢ kladné orientovanou kruznici s dostatecné velkym polomérem a spoctéte
f@ f dvéma zpusoby — podle reziduové véty a pomoci Laurentova rozvoje v prstencovém okoli oo.



