Vysvétleni k Lagrangeové vété pro pokrocilé, tj. Vété V.19

V této véteé je mnozina M uréena m rovnicemi, tedy je prunikem nulovych
vrstevnic funkei g1, go, . . ., gm. Podstatné je i to, ze m < n, tedy pocet vazeb
je mensi nez dimenze prostoru. Takze napiiklad v R3, tedy v trojrozmérném
prostoru muzeme uvazovat mnoziny urcené jednou nebo dvéma vazbami.

Mnozina G je zakladni oteviena mnozina, ve které se vse odehrava. Muze
to byt cely prostor R", ale muze to byt i vyrazné mensi mnozina. Jeji
funkce spoc¢iva jednak v tom, ze vazbové funkce ¢, ¢go, ..., gn i funkce f,
jejiz extrémy hleddme, jsou na ni definované a tiidy C', a ddle muze zahr-
novat omezeni dand nerovnostmi, jak uvidime na piikladech.

Predpoklady této véty jsou:

e (G je oteviena pomnozina R";
o m < n;

® gi,...,gm € CHG);

o f€CH@A).

Pak uvazujeme mnozinu M — prunik nulovych vrstevnic funkei ¢, ..., gm
v ramci mnoziny M a hledame extrémy funkce f na mnoziné M. Tato véta
nam dava nutnou podminku pro lokalni extrém funkce f vzhledem k mnoziné
M:

Pokud funkce f ma v bodé a € M lokalni extrém vzhledem k
mnoziné M, pak plati (alespon) jedna z nasledujicich podminek:

e Bud jsou vektory Vg (a),...,Vg,(a) linedrné zavislé;
e nebo existuji realna c¢isla A\, ..., \,,, pro ktera plati

Vf(a)+ MVgi(a)+ -+ A\ Vgn(a) = o.

Co znamend, ze vektory jsou linedarné zavislé, zatim nevime, definice
bude v kapitole VI, kde si zaroven vysvétlime vyznam tohoho pojmu. Zde si
vysvétlime jen, jak je to pro jeden nebo dva vektory. To pro bézné pocitani
bude stacit, protoze budeme pocitat priklady s jednou nebo dvéma vazbami.

e Jeden vektor je linedrné zavisly, pokud je nulovy. Tedy v ptripade, ze
m = 1 a mame tedy jen jednu vazbovou funkci g;, pak prvni moznost
znamend, ze Vgi(a) = o. Tento piipad je tedy zcela analogicky Vété
V.18 — je to vlastné verze Véty V.18 pro obecné n > 2.



e Dvojice vektoru je linedrné zdavisld, pokud jeden z nich je ndsobkem
druhého. Tedy v pripadé m = 2, kdy mame dvé vazbové funkce g1, ¢o,
pak prvni moznost znamena:

— Bud existuje a € R, pro které Vgs(a) = o - Vgi(a),
— nebo existuje a € R, pro které Vgi(a) = a- Vg (a).

Testovat je tfeba obé moznosti, protoze predem nevime, ktery z vektoru
je nasobkem toho druhého. (Kdyz jeden z nich je nulovy a druhy nenu-
lovy, je prvni ndsobkem druhého (nulovym), ale prvni neni ndsobkem
druhého, protoze kazdy nasobek nulového vektoru je zase nulovy vek-
tor.)

V nékterych piipadech staci testovat jednu moznost. Naptiklad, pokud
vime, ze Vgi(a) nemuze byt nulovy, pak staci testovat, kdy Vgs(a)
je nasobkem Vg(a). Duvod je ten, ze pokud v tomto pripadé plati
Vgi(a) = aVgs(a), pak nutné a # 0 (protoze Vgi(a) neni nulovy), a
tedy Vga(a) = éVgl(a). To ilustrujeme na piikladech.

Poznamky k diikazu: Pro ptipad m = 1 je dikaz velmi podobny dikazu
Veéty V.18: V piipadé, ze Vgi(a) # o, pak jedna z parcidlnich derivaci je
nenulova. Pouzijeme Vétu V.16, nulova hladina funkce ¢; je pak v okoli bodu
a grafem C' funkce n — 1 proménnych. Pifslusnd slozens funkce m4 pak v
bodé a lokalni extrém, pouzijeme Vétu V.6 a Vétu V.14 a stejny zadvérecny
trik jako pii dukazu Véty V.18.

Obecny piipad se dokaze podobné, jen se musi pouzit Véta V.17. Je
to ovSem slozitéjsi mj. kvuli nutnosti pracovat s maticemi. Kazdopadné se
dukazem nebudeme blize zabyvat.



