
Vysvětleńı k Lagrangeově větě pro pokročilé, tj. Větě V.19
V této větě je množina M určena m rovnicemi, tedy je pr̊unikem nulových

vrstevnic funkćı g1, g2, . . . , gm. Podstatné je i to, že m < n, tedy počet vazeb
je menš́ı než dimenze prostoru. Takže např́ıklad v R3, tedy v trojrozměrném
prostoru můžeme uvažovat množiny určené jednou nebo dvěma vazbami.

Množina G je základńı otevřená množina, ve které se vše odehrává. Může
to být celý prostor Rn, ale může to být i výrazně menš́ı množina. Jej́ı
funkce spoč́ıvá jednak v tom, že vazbové funkce g1, g2, . . . , gm i funkce f ,
jej́ıž extrémy hledáme, jsou na ńı definované a tř́ıdy C1, a dále může zahr-
novat omezeńı daná nerovnostmi, jak uvid́ıme na př́ıkladech.

Předpoklady této věty jsou:

• G je otevřená pomnožina Rn;

• m < n;

• g1, . . . , gm ∈ C1(G);

• f ∈ C1(G).

Pak uvažujeme množinu M – pr̊unik nulových vrstevnic funkćı g1, . . . , gm
v rámci množiny M a hledáme extrémy funkce f na množině M . Tato věta
nám dává nutnou podmı́nku pro lokálńı extrém funkce f vzhledem k množině
M :

Pokud funkce f má v bodě a ∈ M lokálńı extrém vzhledem k
množině M , pak plat́ı (alespoň) jedna z následuj́ıćıch podmı́nek:

• Bud’ jsou vektory ∇g1(a), . . . ,∇gm(a) lineárně závislé;

• nebo existuj́ı reálná č́ısla λ1, . . . , λm, pro která plat́ı

∇f(a) + λ1∇g1(a) + · · ·+ λm∇gm(a) = o.

Co znamená, že vektory jsou lineárně závislé, zat́ım nev́ıme, definice
bude v kapitole VI, kde si zároveň vysvětĺıme význam tohoho pojmu. Zde si
vysvětĺıme jen, jak je to pro jeden nebo dva vektory. To pro běžné poč́ıtáńı
bude stačit, protože budeme poč́ıtat př́ıklady s jednou nebo dvěma vazbami.

• Jeden vektor je lineárně závislý, pokud je nulový. Tedy v př́ıpadě, že
m = 1 a máme tedy jen jednu vazbovou funkci g1, pak prvńı možnost
znamená, že ∇g1(a) = o. Tento př́ıpad je tedy zcela analogický Větě
V.18 – je to vlastně verze Věty V.18 pro obecné n ≥ 2.
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• Dvojice vektor̊u je lineárně závislá, pokud jeden z nich je násobkem
druhého. Tedy v př́ıpadě m = 2, kdy máme dvě vazbové funkce g1, g2,
pak prvńı možnost znamená:

– Bud’ existuje α ∈ R, pro které ∇g2(a) = α · ∇g1(a),

– nebo existuje α ∈ R, pro které ∇g1(a) = α · ∇g2(a).

Testovat je třeba obě možnosti, protože předem nev́ıme, který z vektor̊u
je násobkem toho druhého. (Když jeden z nich je nulový a druhý nenu-
lový, je prvńı násobkem druhého (nulovým), ale prvńı neńı násobkem
druhého, protože každý násobek nulového vektoru je zase nulový vek-
tor.)

V některých př́ıpadech stač́ı testovat jednu možnost. Např́ıklad, pokud
v́ıme, že ∇g1(a) nemůže být nulový, pak stač́ı testovat, kdy ∇g2(a)
je násobkem ∇g1(a). Důvod je ten, že pokud v tomto př́ıpadě plat́ı
∇g1(a) = α∇g2(a), pak nutně α 6= 0 (protože ∇g1(a) neńı nulový), a
tedy ∇g2(a) = 1

α
∇g1(a). To ilustrujeme na př́ıkladech.

Poznámky k d̊ukazu: Pro př́ıpad m = 1 je d̊ukaz velmi podobný d̊ukazu
Věty V.18: V př́ıpadě, že ∇g1(a) 6= o, pak jedna z parciálńıch derivaćı je
nenulová. Použijeme Větu V.16, nulová hladina funkce g1 je pak v okoĺı bodu
a grafem C1 funkce n − 1 proměnných. Př́ıslušná složená funkce má pak v
bodě a lokálńı extrém, použijeme Větu V.6 a Větu V.14 a stejný závěrečný
trik jako při d̊ukazu Věty V.18.

Obecný př́ıpad se dokáže podobně, jen se muśı použ́ıt Věta V.17. Je
to ovšem složitěǰśı mj. kv̊uli nutnosti pracovat s maticemi. Každopádně se
d̊ukazem nebudeme bĺıže zabývat.
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