IV.1 Spojitost a limity funkci realné proménné
Definice a zakladni vlastnosti

Redlnou funkci redlné proménné (kratce funkci) rozumime zobrazeni f: M — R,
kde M C R.

Funkce f je na mnoziné M rostouci, jestlize pro kazdou dvojici x1,22 € M,
r1 <z plati f(z1) < f(z2).

Analogicky se definuje funkce klesajici, neklesajici a nerostouci.

Funkce f je na mnoziné M monotdnni, je-li neklesajici nebo nerostouci; f je ryze
monotonni, je-li rostouci nebo klesajici.

Funkce f je omezend na mnoziné M, je-li mnozina f(M) omezend. Analogicky
se definuje funkce shora omezena a zdola omezena na mnoziné M.

Necht f je funkce a a € R. Rekneme, ze funkce f je

e spojita v bodé a, jestlize plati:
VeeR,e >035 € R,6 > 0Vx € B(a,0): f(z) € B(f(a),¢);
e spojita v bodé a zleva, jestlize plati:
VeeR,e>036 € R,6 >0Vz € (a—d,a): f(z) € B(f(a),e);
e spojita v bodé a zprava, jestlize plati:
Ve e R,e >036 € R, 6 >0Vx € (a,a+6): f(x) € B(f(a),e).

Znaceni.

e Proac Race€R,e>0polozme Bt(a,e) = (a,a+¢) a B~ (a,e) =
(a — &,a). Mnozinu B7(a,c) nazyvame pravym e-ovym okolim bodu a,
mnozinu B~ (a, ) nazyvame levym c-ovym okolim bodu a.

e Proa e Rae € R, e > 0polozme P(a,e) = B(a,¢)\{a}. Tuto mnozinu
nazyvame £-ovym prstencovym okolim bodu a.

e Proac Rae e R, e >0 polozme Pt(a,e) = (a,a +¢) a P (a,e) =
(a —¢€,a). Mnozinu P*(a, ) nazyvame pravym -ovym prstencovym okolim
bodu a, mnozinu P~ (a, €) nazyvame levym c-ovym prstencovym okolim bodu

° aP.ro e € R, € > 0 definujeme
B(+00,¢) = (1, +00) a B(—00,¢) = (—00, —2).
Daéle znatime P(+4o00,¢) = P_(+00,¢) = _(+oo ) = B(+oo,s)
a P(—00,e) = P (-00,6) = By(—00,¢) = B(-00,¢).

Necht f je funkce, a, A € R*. Rekneme, ze funkce f ma limitu v bod& a rovnou
A, jestlize plati

VeeR,e >035 € R,d > 0Vx € P(a,d): f(x) € B(A,e).

Tuto skutecnost zapisujeme lim f(z) = A.
r—a



Necht navic a € R. Rekneme, 7e funkce f

e ma limitu v bodé a zprava rovnou A, jestlize plati
Ve e R,e >030 € R,6 > 0Vx € P (a,9): f(z) € B(4,¢).

Tuto skutecnost zapisujeme lim+ f(x) = A.
r—a

e ma limitu v bodé a zleva rovnou A, jestlize plati
Ve e R,e >036 € R, 0 >0Vx € P (a,0): f(x) € B(A,¢).

Tuto skutecnost zapisujeme lim f(z) = A.
T—a—

Poznamka. Limitou zleva v +00 rozumime limitu v +oo; limitou zprava v —oo
rozumime limitu v —oo.

Jestlize je limitou funkce f v bodé a realné cislo, fikdme, ze f ma v bodé a
vlastni limitu. Je-li limitou funkce f v bodé a +00 nebo —oo, fikdme, ze f ma v
bodé a nevlastni limitu. Podobné pro limity zleva a zprava.

Poznamka. Je-li funkce f v bodé a € R spojita, je definovana alesponn na
néjakém okoli bodu a, tj. na mnoziné B(a,d) pro néjaké § > 0. Ma-1i funkce
f v bodé a € R* limitu, je definovana alespon na néjakém prstencovém okoli
bodu a, tj. na mnoziné P(a, d) pro néjaké § > 0. Podobné pro spojitost a limity
zprava a zleva.
Véticka 1. Necht f je funkce a a € R.

(1) Funkce f je spojitda v bodé a, pravé kdyz je v bodé a spojita zleva i

spojita zprava.
(2) Necht A € R*. Pak lim f(x) = A, pravé kdyz
r—a
lim f(z)= lim f(x) = A.

r—a-+ r—a—
(3) Funkce f je spojitda v bodé a, pravé kdyz lim f(x) = f(a).
(4) Funkce f je spojitd v bodé a zprava, pravé kdyz limJr f(x) = f(a).

(5) Funkce f je spojitda v bodé a zleva, pravé kdyz lim f(x) = f(a).

—a—

Véta 2.  Necht f je funkce a a € R*. Pak f ma v bodé a nejvyse jednu
limitu.
Véta 3. Necht funkce f ma vlastni limitu v bodé a € R*. Pak existuje

takové 6 > 0, zZe f je na P(a,d) omezend.

Dusledek.  Necht funkce f je spojita v bodé a € R. Pak existuje takové
d >0, Ze f je omezend na mnoziné B(a, ).



