VIII.1 Riemannuv integral — zavedeni

Definice. Konecnou posloupnost D = {x;}"_, nazyvdme délenim intervalu
(a,b), jestlize plati
a=xg<x1 < <x, =0

Body xg, ..., 2, nazyvame délicimi body. Normou déleni D rozumime ¢islo
v(D) =max{z; —x;_1;j=1,...,n}.

Rekneme, Ze déleni D’ intervalu {(a,b) je zjemn&nim déleni D intervalu (a, b),
jestlize kazdy délici bod D je i délicim bodem D’.

Definice. Necht f je omezena funkce definovanad na intervalu (a,b) a D =
{w;}}—o je déleni (a,b). Oznaéme

S(f,D) M;j(z; — z;-1), kde M; = sup{f(z); z € (xj—1,7;)},
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mj(z; —xj_1), kde m; = inf{f(x); z € (z;_1,2,)};
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/ f =inf{S(f, D); D je délenim intervalu (a,b)}

(tzv. horni Riemanniv integral funkce f ptes (a,b)),
b
/ f =sup{S(f,D); D je délenim intervalu (a, b)}

(tzv. dolni Riemanniv integrdl funkce f pfes (a,b)).

Rekneme, ze funkce f mé Riemanniiv integral pres (a, b), pokud f:f = f:f Hod-

nota tohoto integralu je pak rovna f;f. Znac¢ime jif; f nebo téz f; f(z) dz.
Pokud a > b, definujeme f; f=—[, f, v piipadé, ze a = b, definujeme

[Pr=o.

Véticka 1. Necht f je omezend funkce definovana na (a,b). Pak plati:

(1) Jsou-li Dy a D4 déleni intervalu (a,b), pak existuje déleni D, které je
zjemnénim kazdého z nich.
(2) Necht D, D’ jsou déleni intervalu {(a,b) a D’ zjemiiuje D.Pak plati

S(f,D) < S(f,D") < S(f,D') < S(f,D)
(3) Jsou-li D1, Dy dvé déleni intervalu (a,b), pak S(f, D1) < S(f, D3).
(@ [1f< 1

Véticka 2.  Necht f je omezena funkce definovand na {(a,b). Pak f ma&
Riemanntv integrdl pres interval {(a,b), prdvé kdyz pro kazdé ¢ > 0 existuje
deleni D intervalu (a,b), pro které S(f,D) — S(f,D) < e.



VIII.2 Riemannuv integral pro spojité funkce

Definice. Rekneme, Ze funkce f je stejnomérné spojitd na intervalu I, jestlize
plati
Ve>030>0Ve,yel, |[x—yl<d: |f(z)— fly)| <e.

Véta 3. Necht funkce f je spojita na intervalu {(a,b), a,b € R. Pak je f
stejnomeérné spojita na (a,b).

Véta 4. Necht funkce f je spojitd na intervalu {(a,b), a,b € R. Pak f ma
Riemanniiv integral pres (a,b).

Lemma 5. Necht funkce f je spojita na intervalu (a,b), a,b € R a (D)%,
je posloupnost déleni intervalu {(a,b) takova, ze lim v(D,) = 0. Pak plat{

lim S(f,D,) = lim S(f,D / f.

Véta 6 (vlastnosti Riemannova integrédlu). Necht f a g jsou spojité funkce
na intervalu (a, b).

(i) Je-li ¢ € (a,b), pak

/abf:/:er/cbf-

(ii) Necht plati f(z) > g(z) pro kazdé x € (a,b). Pak

/abfz/abg

(iii) Existuje & € (a,b) tak, ze
b
| rae=s©0-0),

(iv) Necht c € (a,b). Oznacime-li F'(x / f prox € (a,b), pak F'(z) =

f(x) pro x € (a,b).

Poznamka. Body (i) a (ii) predchozi véty plati i pro nespojité funkce, staci
predpokladat existenci piislusnych Riemannovych integrali. Pak ovSem pro
diitkaz nelze vyuzit Lemma 5 a je tfeba pouzit definici Riemannova integralu.
Body (iii) a (iv) naproti tomu pro nespojité funkce neplati.
Véta IV.23 ze zimniho semestru (zavedeni logaritmu).  Existuje jedina
funkce (znacime ji log a nazyvame ji pfirozenym logaritmem), kterd ma tyto
vlastnosti:

(L1) Diog = (0,400) a na tomto intervalu je log rostouct,

(L2) Vz,y € (0,400) : logzy = logz + logy,

(L3) lim ogr — 1.



