V.5 Funkce tridy C*!

Definice. Necht G C R"” je oteviend mnozina a f : G — R je funkce n
proménnych. Rekneme, ze f je tiidy C! na G, jestlize funkce = — ngj(a:)
je spojitd na G pro kazdé j € {1,...,n} (tj. pokud ,f ma na G spojité
parcialn{ derivace prvniho fadu“). Mnozinu vech funkci t¥idy C! na G

znatime C1(G).

Definice. Necht G C R" je oteviend mnozina, f : G — R je funkce
tiidy C! a a € G. Pak graf funkce

af

T:x+— fla)+ S

(a)(x1 —ay) + (a)(x, —an), x=€R"

Omy

se nazyva te€nou nadrovinou ke grafu funkce f v bodé [a, f(a)].

Poznamka. Je-li n = 1, pak te¢na nadrovina je tecna; pro n = 2 tecné
nadroviné fikame te€na rovina.

Véta 10 (slaba véta o stfedni hodnoté). Necht

n

G:H(ai,bi):{wER” :x; € (a;,b;) proi=1,...,n},

=1

kde a;,b; € R spliuji a; < b; proi = 1,...,n. Necht funkce f : G — R
ma v kazdém bodé mnoziny G konec¢né parcialni derivace prvniho radu
podle vsech proménnych. Necht w,v € G. Pak existuji realna cisla
&1,...,&, takova, ze &; lezi mezi u; a v; (tj. v uzavieném intervalu s
krajnimi body u; a v;) a plati

N Of

=1

f(v) = f(u)

(ul,. . ,ui_l,&,viﬂ,. .. ,Un) . (U@' —U@').

Poznamka. Pro n = 2 ma posledni rovnost tvar

F0) = f) = 26 em) - 01— ) + 5 w1, &) - (02— wa).

Véta 11 (o tetnosti te¢né nadroviny).  Necht f je funkce tiidy C*
na oteviené mnoziné G C R" a a € G. Je-li T funkce z definice tecné
nadroviny, pak bod |a, f(a)] lezi na grafu T a plati lim &= _ g,

Tr—a p(wva')

Véta 12. Necht G C R" je oteviena. Je-li funkce f tiidy C! na G, pak
je f spojita na G.



Definice. Necht G C R”" je oteviend mnozina, f € C1(G) a a € G.
Gradientem funkce f v bodé a rozumime vektor

0 0 0
Vi) = | 3@ g @) (@)

Véta 13 (o derivaci slozené funkce). Nechtr,s € NaG C R*, H CR"
jsou oteviené mnoziny. Necht ¢1,...,p, € CY(G) a funkce f : H — R
je tiidy C! na H. Je-li slozena funkce F : G — R urcéend predpisem

F(z) = f(or(®), pa(@), ..., or(x))

definovdna na G, pak F € CY(G). Jestlizea € G ab = [p1(a),...,p.(a)],
pak pro j € {1,...,s} plati

OF | = 0f . O
5, @ =2 5, V5 (@)

Definice. Necht f je funkce n proménnych, i € {1,...,n} a % existuje

v kazdém bodé oteviené mnoziny G. Pak definujeme parcialni derivace
druhého tadu predpisem

0% f 9 [of 0% f 0 [0of
Ox;0x;  Ox; \Ox; )’ ox?  Ox; \Ox; )’
kde j € {1,...,n}. Analogicky definujeme parcidlni derivace vyssich
rada.
Véta 14. Nechti,j € {1,...,n} a funkce f m4d na okoli bodu a € R"

o e 0% f 0% f
obé derivace Du0n; & Du0m
9% f _ 9%f
Ox;0x; (CL) ~ Ox;0x; (CL)

a tyto funkce jsou v bodé a spojité. Pak

Definice. Necht G C R" je oteviend mnozina. Rekneme, ze funkce f je
e tfidy C? na G, ma-li na G spojité vSechny parcidlni derivace druhého
radu;
e tiidy C'™° na (G, ma-li na GG spojité vSechny parcidlni derivace vSech
rada.

Analogicky se definuje funkce t¥idy C* pro kazdé k € IN.



