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Opakovani z predchoziho

Obecna Bayesova véta Bayesovské

metody,

2

0 = (01,...,0,)" — nahodny vektor s hustotou q(#) vzhl. k o - koneéné mife A na
(©,B(©)), © - neprazdna borelovska podmnozina RX,
B(©) — borelovské podmnoziny ©

X = (X1,...,Xn) T — nahodny vektor s podminénou hustotou r(x|@) p¥i danném @ S:?::_"é"‘
vzhl. k o -kone&né mife v, na (R",B") , tj. choziho

PO B, XcC)= /B (/C r(x16)dvn(x) ) a(0)d\(0)

pro B, C lib. méf. mnoziny

Bayesova véta pro podminénou hustotu 7(60|x) ndhodného vektoru @ pfi daném x plati

B q(0)r(x|0)
WO = o0y @) /eq(e)r(x|0)d)\(0) >0
=0, jinak

w(0]x) < q(0)r(x|0) — zkracené znaceni

r(x) = [g 9(0)r(x|0)d\(0) — marginalni hustota X
q(0) — apriorni hustota

w(0|x) — aposteriorni hustota
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Apriorni rozdéleni

Zakladni problémy Bayesovské

metody,

2

e Volba apriorniho rozdéleni
e konstrukce odhadi, testd, konfidennich mnozin (zalozeny na aposteriornich

rozdélenich)

Volby apriorniho rozdéleni
Apriorni

Velice dilezité a casto obtizné rozdaleni

e zname, vyplyne z kontextu, popf. zname z minulosti z obdobnych situaci-viz priklad s
IQ ditéte

e konjugované rozdéleni — volime, tak aby apriorni i aposteriorni rozdéleni bylo téhoz
typu — nejpouzivanéjsi

e princip neucitosti — stejna vaha vSem moznym hodnotam parametrii, Jeffreysova véta

e empirické bayesovské metody — vyuziji se pozorovani ziskanych za obdobné situace v
minulosti

e Casto se voli tak, aby odhady nebayesovké i bayesovské byly stejné

e Existuji i dalSi metody, nékteré pozdéji

e Odhady , testy i konfindenéni mnoziny se konstruuji na zakladé aposterioniho
rozdéleni, napf. maximalni aposteriorni vérohodnost
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Apriorni rozdéleni

Konjugované systémy rozdéleni Bayesovské

metody,
Konstrukei vylozime pro pfipad: (X1, ..., Xn) ma hustotu J]; r(x;|@) vzhledem k 2

o-koneéné mife []7_; v(x;), @ € © # 0, © € By, (v je typicky Lebesgueova mira nebo
¢itaci mira.)

Systém Q apriornich hustot g(0) nazveme systémem konjugovanym s hustotami
{r(x|@), 6 € ©}, jestlize pro vs. dost velka n a pfi libovolnych hodnotach X = x, které

splhuji Apriorni
rozd&leni

0< /G)Hr(x,-|0)q(0)d)\(0) < oo

patfi aposteriorni hustota do systému Q.
Systémi typicky existuje mnoho, ale je vhodné nalézt mensi systémy.

Jedna mozna konstrukce zalozena na postacujicich statistikach. Tu si uvedeme.
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Apriorni rozdéleni

Predpokladejme, Ze existuje ng takové, ze pro vi. ng < n existuji nezaporné funkce g, a Bayeﬁjvské
s tody,
hn takové, ze: e

[17(i10) = gn(Ta(x); 8)hn(x)
i=1

ze T, je r-rozmérna postacujici statistika, r nezavisi na n
Ozn. Sp = {t; t = Tha(X), 0< [gan(t; )dA(0) < oo}

Apriorni
rozd&leni

Definujme
fn,t(8) = gn(t; 9)(/@€n(t; 0)d>\(0))7

Systém hustot {7 +(0), t € Sp, ,n > no} je konjugovany se systémem {r(x|0), 0 € ©}.

Naznak odvozeni: Stadi ukazat, Ze pro aposteriorni rozdéleni 7(6|X) prislusné
apriornimu rozdéleni 1, ¢(6), t € Sm, m > ng , plati

7(01x) o< fm,e(8) [ | (xi10) o gm(t; 0)gn(Tn(x); 6)

i=1
Staéi si uvédomit, Ze existuji nahodné veli¢iny Y1,..., Ym, ze (X1,...,Xn, Y1,..., Ym),
podminénou hustotu
n m
H (xi10) Hr ¥j10) o< gm(Tm(y); 0)gn(Tn(x); 0)
i=1 j=1
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Apriorni rozdéleni

Priklady nékterych systému konjugovanych rozdéleni Bayesovské

metody,
2

Predpokladame — Xi,..., X, —iid , X;

e ma-li X;, binomické rozdéleni s parametry m, p, p € (0, 1) je parametr zajmu, pak plati

r(xlp) = P(X; = xlp) = () P (L= p)™ %, x=0,....m

Apriorni
rozd&leni

konjugované rozdéleni parametru p je beta rozdéleni
q(0) < p*H(1—p)*7t, pe(0,1), @>0,8>0

Je-li apriorni rozdéleni beta(c, 3) pak aposteriorni rozdéleni je
beta(a + 3=; X, 8+ mn — 37, X;)

e ma-li X;, Poissonovo rozdéleni s parametrem A\ > 0, plati
AX
r(xIp) = P(X; = x|p) = exp{-A} —, x=0,...,
konjugované rozdéleni parametru A je rozdéleni

a(\) o A texp{=A3}, A>0, a>0,8>0

Je-li apriorni rozdéleni gamma («, 8) pak aposteriorni rozdéleni je gamma

(OC"FZ,'XIHB"'")

Bayesovské metody, 2 28. zari 2020



Apriorni rozdéleni

o ma-li X; rozdéleni N(u, o2), variance 03 zndma, p je parametr zajmu, hustota Bayesovské
, metody,

(X1,...,Xn) ma tvar 2

1 /2 il —p)? )3

rxlw) = (5= ) " ew { - I

o2 o2
konjugované rozdéleni parametru u je N(a, b?),a € R, b2 >0
Je-li apriorni rozdéleni N(a, b?), pak aposteriorni rozdéleni je il

1 b2 o3/n b%03/n
N(ZST X
(nzi: b2+a§/n+ b2 +03/n’ b2 + o2 /n>

2

o ma-li X; rozdéleni N(uo,0?), po znama, konjugované rozdéleni parametru o2 je
gama rozdéleni t,m/2, t >0,m=1,2....
Je-li apriorni rozdéleni gama t,m/2, t > 0,m =1,2,... pak aposteriorni rozdéleni je

gama t + 3,(X; — 10)?/2, (m+ n) /2
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Apriorni rozdéleni
o ma-li X; rozdé&leni N(u,o?), konjugované rozdéleni pro i, o2 je normalni-gama
rozdéleni: . podminéno o2 je N(a,o2/r), o=2 ma gama rozdéleni (c, d), tedy
parametry tohoto rozdéni jsou (a,r,c,d), a€ R1,r>0,2d =1,2,...,d >0

aposteriorni rozdéleni je normalni-gama (u*,r + n,c*,d + n/2)

ra + nx, 1 _ m(xn — a)2 _
! 1

Otazka je apriorni a aposteriorni rozdéleni p — lze spocitat jako marginalni rozdéleni

Ve skritech jsou dalsi priklady rozdélen i— exponencialni, rovhomérné a riizna
mnohorozmérna.

Vyse uvedena metoda dava jen systém apriornich rozdéleni, kterd zavisi na parametru -

hyperparametry. Toto je problém a fesi se riizné.
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Apriorni rozdéleni

Princip neurcitosti Bayesovské

metody,

2

e apriorni rozdéleni rovnomérné na mnoziné moznych hodnot parametru, jen u rozptylu
se obvykle voli jinak,

Nékdy g go(0)dA(0) = co pak mluvime o nevlastni hustoté — Ize pouzit opatrné

M3 Fadu nevyhod, nejpodstatnéjsi souvisi se zménou parametrizace. f;':ﬂe:,'.i
Napfr. jsou-li Xi,..., X, i.i.d. s Poissonovym, rozdélenim s parametrem 6 > 0 a volime
aprirorni rozdéleni go(6) =1 pro 0 > 0, jinak 0, pak aposteriorni je gama s parametry
(m 22 X +1).

P#i parametrizaci A = v/@ , toto apriorni rozdéleni odpovida g(A) = A, A > 0. Tedy neni
jiz rovhomérné.
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Apriorni rozdéleni

Jeffreysova hustota Bayesovské

metody,

2

Jeffreys navrhl apriorni hustotu, ktera ktera "nezavisi na parametrizaci".
Regularni systém hustot tvaru {r(x|@); 6 € ©} spliuje:
o O neprazdna oteviend mnozina v Ry.

o M = {x; r(x|@) > 0} nezavisi na 0).

Apriorni
® Pro skoro v5. x € M (vzhledem k o- konecné mife v;) existuje konecna parcialni remRl
i / _ Or(x|9) ; _
derivace r{(x|0) = o0, 1= 1,..., k.

e Pro kazdé i a pro v3. 6 € © plati f,, r/(x|0)dva(x) = 0.
e Pro kazdou dvojici (i, ) existuje kone€ny integral

r{ (x|0)ri(x|6)
J,-J(O):/MTT‘”r(XW)dV,,(x)

e Matice J(0) = (J,-’J-(O))_

1 je pozitivné definitni pro kazdé 6. Fisherova
ij=1,...,

informaéni matice.
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Apriorni rozdéleni

Jeffreysova véta X = (X1,...,Xn)" s podminénou hustotou r(x|0) spliujici Bayesovske
podminky regularity. Predpokladejme e

c :/ r(x|0)(detJ(0))1/2d0 € (0, 50)
€]

H — regularni prosté zobrazeni © na ©* € By. Ozn. n = H(0), r*(x|n) = r(x|H™1n)).
Pak {r*(x|n),n € ©*} je regularni systém a plati pro lib. B € By

Apriorni
rozd&leni

—1 1/2 _ c_lr* x e * 1/2
/Bc r(x|0)(detJ(0)> de—/H(B) (x|n)(detJ (n)) dn

kde J*(n) je Fisherova inf. matice a D = (%ZL.'). 1k
Plati J(8) = DT J*(n)D.

Eni véty Fika: P(G € B|x|) = P('r) € H(B)|x>

1/2
Volba apriorniho rozdéleni - Jeffreysova hustota: g(0) = (detJ(B)) /

Tady je vysledek pro néktera rozdéleni:

pro binomické rozdéleni s parametry (m, p), apriorni rozd. je beta (1/2,1/2)
pro Poissonovo rozdéleni s 6 apriorni rozd. je gama (0,1/2)
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Apriorni rozdéleni

Empirické bayesovské metody Bayesovské

metody,
Jsou k dipozici obdobna data z minulosti — Y1,..., Yy, podminéné nezavislé, Y; s 2
hustotou r(y|6;), i=1,...,N, 61,...,0p jsou nezavislé stejné rozdélené

s hustotou q(0)

Pak nepodminéné rozdéleni Y; je rq(y) = [o r(yv160)q(8)dA(0), kde
q(0) € {q(6; @), @« € T} — o — parametr

Apriorni
Tedy Yi,..., Yn jsou nezavislé stejné rozdélené s hustotou zavisejici na o. 2
« na zakladé Y1, ..., Y, odhadneme nékterou klasickou metodou, ozn. & a pak
pouzijeme jako apriorni rozdéleni q(0; &). Casto uzijeme momentovou metodou.

Priklad Y; m& (podminéné) rozdéleni N(6,03), 03 je znamé, 0; N(,uq,aczl),
o = (pg,032). Nepodminéné rozdéleni Y; je N(uq, 02), 0% = 0§ + 03
Pouzijeme odhady

N N

N
1 - - 1
n 772 Y: ’\2775 Y: —Yn)2 Y 775 Y.
Hq N’.:1 i g N—].I.:l(l N)7 N N’.:1 i

. , ~ . o~ A2 /\2 _ A2 2
Za apriorni rozdéleni vezmeme N(jiq, 03), kde G5 = max(c® — og, 0)
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Apriorni rozdéleni

. Existuje rada zobecnéni: Bayesovské
metody,
2

Konvexni smés konjugovanych rozdéleni

Hierarchicky bayesovsky model

q(60) = / q1(60(01)q2(61|62)q3(62)d61 dO>
©1 X002

Apriorni
rozd&leni

q2(01|62) — podminéna hustota @ pfi daném 6>
01,0 - hyperparametry 1. resp.2. Grovné

0 =(0g,07,07)T — parametry apriorniho rozdéleni
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