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Odhady

Bodové odhady Bayesovské

metody
Pfipomenme:
X — (X1,...,Xn) T — hustota r(x|0) vzhledem k v,

a-
Odhady

0 =(01,...,0,)" — parametr, 8 € ©
(0| X)— aposteriorni hustota Odhady

q(0) — apriorni hustota

Uloha bodu odhadu parametru 6 |ze formulovat jako statisticky rozhodovaci problém
(©,D,R), kde D=0

6(X) — odhad parametru 6

L(O, §(X)) — ztratova funkce

R(6, §) = E(L(O, §(X))|0) — rizikova fce
E(R‘(Q7 6)) — bayesovska rizikova fce

bayesovska rozhodovaci fce §.(x) minimalizuje

/e L(8, 5(x))(6]x)dA(0)

vzhledem k 6(x)
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Odhady

Odhady, jednorozmérny pripad

Bayesovské
metody

Typicky:

a-
Odhady

Law(0,6(x)) = w(B)|0 —6(x)|*, 6€O, J€A,
w(0) — nezdporna méritelna funkce, €asto hustota popf. w(f) = 1 Odhady
a > 0 — nejCastéji a = 1 nebo 2

Bayesovska rozhodovaci fce (odhad) da,w(x) minimalizuje

a a x)
/\e 5(x)|?w(0)m(0]x)dA(0 /|9 P m (O dAD) x 2
a0 o rx0)a)
ql(a) - f@ q(@)w(@)dG’ 1(0|X) fl(x)

n(x) = [ rxif)as(0)9x©)
e
g1, ™1, i — nové hustoty, vhodné pro vypocet
pro a = 2 je E(|6 — §(X)|?|X = x) minimum vzhledem k §(X) je dosazeno pro
8(X) = E(9)X)

poznamka — mins E(Y — a)? je dosazeno pro a = EY
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Odhady

ReSeni pro w obecné a a =2 : Bay:s:vské
metody
a-
071 (0]x)d\(6) Odhady
i) - LTI _

~ Jom(B1x)dA(0)

P 2(X) = Ex(vari(6]x)) — bayesovské riziko
predpoklady: 0 < [ 62m1(6]x) < oo

Odhady

Reseni pro w obecné a a =1 je 01,w(x) — median aposteriorniho rozdéleni 7y

Priklad 1, pokracovani. Problém urceni IQ sledovaného ditéte.
Vysledek testu X mé rozdéleni N(6,100), 6§ ma rozd. N(100, 225)
Aposteriorni rozdéleni 6 pri daném X je normalni

225 100
(x4444444—4+1004444447,
225 + 100 225 + 100

69,23)
Pro ztratovou funkci L(6,5(x)) = (6 — §(x))? exp{%(@ —100)2}, r > 225
davame vétsi vahu hodnotam 6 dale od 100
-1
Pak apriorni rozdeleni g1 () je N(lOO, (ﬁ - %) >

a aposteriorni m1(6|x) je

205r 100(r—225) 100-225¢
N(X 335r1100(r—225) T 100 225r+100(r—225)° 225r+100(r—225)
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Odhady

a dostaneme bayesovskou rozhodovaci fci, tj. odhad 6: Bay:s:vské
metody
-
225 100(r — 225 dhad
82w (x) = x : +100 (r — 225) Sl
' 225r + 100(r — 225) 225r + 100(r — 225)

porovname-li ji s odhadem 6 pro w(f0) = 1: 61 2(x)

Odhady

pak pro x < 100 je d2,w(x) < 61,2(x) a pro x > 100 je d2,w(x) > d1,2(x)

Pfiklad Ukolem dvou fyzikii je odhadnout jistou fyzikalni konstatntu 6.
1. fyzik vyjadfi predstavu (apriorni rozdéleni) parametru 6 — N(900, 400)

2. fyzik vyjadFi predstavu (apriorni rozdéleni) parametr 6 — N(800, 6400)
vysledek pokusu X — N(6,1600)

1. fyzik aposteriorni rozdéleni — N(@,%O)7 N(%ﬁ?g/", ﬁf‘?

2 fyzik aposteriorni rozdéleni — N(4X+5ﬂ7 1750), N(W, %)

opakuje se pokus nezavisle n krat
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Odhady

Priklad Empirické bayesovské postupy. X ma Poissonovo rozdéleni s parametrem )\ > 0, [EBESEE
z minulosti Y7,..., Yy nezavislé, Y; ma Poissovovo rozdéleni s par. \;, A1,...,An m:m_dy
nezavislé stejné rozdélené s hustotou g(.) @dlicely
Nejprve predpokladejme ze A; méa rozdéléni gama («, 8),a > 0,8 >0

Pak pro nepodminénou stredni hodnotu a nepodminény rozptyl ndhodné veliciny Y;

Odhady

EY; = EXi = /o, var{Y:} = EN + E(A,- - 5/a)2 = (8/a)(a+1)

- -2
% ~ Y -
a= —, B= —, je—1li 32-Y>0
oy Taov
kde 32 = 32;(Y; — Y)?/(N - 1)
B+

Odhad ) pii kvadratické ztratové fci je X = l’BJr—f je—1li 62-Y >0

ar

Jiny postup— pro obecnou apriorni hustotu q(.) pfi kvadratické ztratové funkci ma

odhad 6 tvar o
Jo o Ar(x[\)g(M)dX (x4 1)r(x + 1)

A o VPV PTG ¥ S

r(x) = P(X = x) , coz lze odhadnout 7(x) = (pocet Y; = x)/N a tedy mame novy
odhad R
3 (x+1)F(x+1)

A )

vhodne jen pro velka N, jinak znacne nestabilni
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Odhady
Odhady, vicerozmérny pripad
Ztratova funkce

La(6,6(X)) = (6 — 8(X)) T A(6 - 5(X)),

A — symetricka pozitivné semidefinitni matice typu k x k
8(X) = (6(X),...,8(X))T odhad parametru @

Jsou-li prvky varianéni matice var{X|@} koneéné, bayesovska optimalni rozhodovaci

funkce 6, (X) spliuje

(E(6]X) — 54(X)) " A(E(8]X) — 64(X)) =0

a bayesovské riziko je

Pa(q) = E{tr{Avar(6)}} - /e r(X|6)q(6dA(6)
O platnosti se Ize presvédcit vhodnou Gpravou

[, r(x10)a(6)(6 - 5(x)) T A0 — 6(x))dx(0)
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Odhady

Priklad Jsou-li X;, i = 1 ., n nezavislé a X; rozdéleni N(u,o?), pak konjugované Bayeﬁ:vské
Z . ~ . 't
rozdéleni parametrti 41, o2 je normélni-gama rozdéleni: v

u podminéno o2 je N(a,02/r), Odhady

o~2 ma gama rozdéleni (c, d),

parametry (a,r,c,d),a€ R1,r>0,2d =1,2,...,d >0

aposteriorni rozdéleni je normalni-gama p*,r + n,c*,d + n/2) Odhady

ra + nx, 1 _ m(xn — a)2 _
pt = —", C*:C-l—EZi:(Xi_Xn)z"Fi( - )7 Xn:Xi:Xi/”-

n+r 2(r+n
P¥i ztratové funkci La(.,.) s A lib.sym., pozitivné definit. jsou odhady p a o=2:
o+ X d+n/2
B= r+n 7= m(Xn—a)?
c+ 5 Z (Xi — Xn)r+ W

Pro r =0, c =0, d = —1/2 dostaneme klasické odhady.

W ma t—rozdéleni o 2(d + n/2) stupmch volnosti

maximalné vérohodny odhad parametru o2 je zaloZeny na aposteriorni
d+n/2—-1
L Si(X — Xy + 2R
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Odhady

Vérohodnostni mnoziny Bayesovské

metody

Vérohodnostni mnoziny jsou bayesovskou analogii konfidenénich mnozin (oblasti) &i odah;dy
intervald pfi klasickém pristupu. Pozor na nejednotnou Ceskou terminologii!

Konfidencni oblast pro parametr 0 s koeficientem spolehlivosti 1 — o — je definovana
jako borelovska mnozina Do (X) & © s vlastnosti Odhady

P(@ € Dy(X)|0)=1—ca, pro vs. €6,

t.j. Da(X) pokryva skuteénou hodnotu parametru 6 s pravdépodobnosti 1 — a.

PFi bayesovském pfistupu — 100(1 — )% vérohodnostni mnozina ( credible region v
angli¢tin€) parametru 0 je definovana ako borelovska mnozina Co(X) € © s vlastnosti

P(6 € Ca(X)|X) = / 2(0]X)dN\0 = 1— a,
Ca(X)
pravdépodobnost, Ze 6 nalezi do Co(X) je 1 — a; 1 — o se nazyva vérohodnost.
Snaha zkonstruovat Co(X) s co nejmensim obsahem:
Ca(X) ={6; m(6]1X) = ka}
s vlastnosti fcg(x) m(0|XdX(0) =1 — q, fc;(x) di() < fc(,(x) d\(0)
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Odhady

Pfiklad 1, pokraé. Chceme zkonstruovat 95% verohodny interval pro kvocient Bay:ﬁ:vské
inteligence 6. Aposteriorni rozdéleni je N(x325 + 100 ;gg, 69, 23). v
Tedy nejkratsi 95% verohodny interval pro 0 je Odhady
225 100 225 100
— +100— — 16,3, x— + 100— + 16,3
(x 325 + 325 325 325 )

Odhady

Klasicky 95% interval spolehlivosti je (x — 19,6, x + 19, 6).

Piiklad X1, ..., Xp je nah. vybér z N(u, 02), u,0~2 > 0 nezname. Apriorni rozdéleni
parametri p, o =2 je gama-normalni (a, r, ¢, d)

Pak aposteriorni rozdéleni p, 0 =2 je gama-normalni (u*, r*,c*,d*) a

aposteriorni rozdéleni (u — pu*)(d*, r/c*)/? je t-rozdéleni s 2d* stupni volnosti, kde

nejkratsi 95% vérohodny interval pro p ma tvar

(N* o tl_a/2(2d*)(c*(d*r)_1>1/27 u tl_a/2(2d*)<c*(d*r)—1)1/2>

t1_a/2(2d*) je 100(1 — @/2)% kvantil t- rozdélen o 2dx, interval je nejkratsi
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Odhady

marginalni aposteriorni rozdéleni 0~2 je gama rozdéleni s parametry (c*, d*), které je Bayeﬁ:vské
. s . , . P ~ ~ . . . meto
jednovrcholové, ale ne symetrické, maximalné vérohodny odhad zal.na aposteriornim P

rozdéleni je 572 = (d* — 1)/c* Odhady

podobné jako pri klasickém pristupu se neuziva nejkratsi maximalné vérohodny interval
-2

pro o

Pror -+ 0,c—0,d — —1/2 dostaneme c* = %Sﬁ, d* = (n—1)/2 a 95% vérohodny [RELELH
interval pro p ma tvar

(Xn = t1_a/2(n—=1)Sn/V/n, Xn + t1_a/2(n —1)Sn//n)

55 = ,,11 Zi(xi —Yn)2

a 95% vérohodny interval pro o

(S2(n=1)/Xi_a/2: S2 (0= 1)/x3 )

2 ma tvar

Xi/z(" — 1) -kvantil x2-rozdéleni o n — 1 stupnich volnosti
Tedy bayesovske vérohodnostni intervaly spolehlivosti a klasické intervalové odhady se
shoduji.
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