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Obecna Bayesova véta Bernstein-

von-

Mises

0 = (01,...,0,)" — nahodny vektor s hustotou q(#) vzhl. k o - koneéné mire X na
(©,B(©)), © - neprazdna borelovska podmnozina RX,
B(©) — borelovské podmnoziny ©

X = (X1,...,Xn)T — nahodny vektor s podmin&nou hustotou r(x|8) pfi danném @ f:?:;_vé"i

vzhl. k o -kone¢né mife v, na (R",B") , tj. choziho
PO cB, X e C) :/ (/ r(x10)dua(x)) a(8)dA(0)
B C
pro B, C lib. méf. mnoziny

Bayesova véta pro podminénou hustotu 7(0|x) ndhodného vektoru @ pfi daném x plati

=(0]x) = % /eq(e)r(x|0)d)\(9)>0
€]
=0, Jjinak

m(0]x) o< q(0)r(x|0) — zkracené znaceni

r(x) = [g a(0)r(x|0)d\(0) — marginalni hustota X
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Odhady , testy i konfindenéni mnoziny se konstruuji na zakladé aposterioniho rozdéleni,
napf. maximalni aposteriorni vérohodnost

Konjugované systémy rozdéleni

Konstrukci vylozime pro pfipad: (X1, ..., Xn) ma hustotu [] ; r(x;|@) vzhledem k
o-koneéné mire [ ; v(x;), 0 € © # 0, © € By, (v je typicky Lebesgueova mira nebo
Citaci mira.)

Systém Q apriornich hustot (@) nazveme systémem konjugovanym s hustotami
{r(x|@), 6 € ©}, jestlize pro vs. dost velka n a pfi libovolnych hodnotach X = x, které
spliuji

0< /egr(x,-w)q(o)d,\(e) < o0

patfi aposteriorni hustota do systému Q.

Jsou-li Xq,...,Xp i.i.d. s rozdéleni N(y, 0(2)), crg > 0 znama, konjugované rozdéleni
parametru u je normalni a N(a, b?), a € R,, pak aposteriorni rozdéleni je

N(%ZX b? L o3/n b%03/n )

" b2 +02/n b2 +02/n b2+ 02/n
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2. Bernstein-von-Mises — limitni véty
poprve J. Doob (1949) pro spec. pripad, zobezneno mnoha autory

Motivaéni priklad
Xi,...,Xn —i.i.d. (podminéné) , N(G,ag), JS > 0 znamé
6 ma N(a, b?), a € R, b? > 0 -hyperparametry

aposteriorni rozdéleni veliciny v/n(6 — X») je normalni

N(Frs Ve — Xn), £33

Je-li 6p skutecna hodnota parametru 6, pak pro n — oo
oﬁb2

o3/n+ b2

2

Xn — g, a.s. — 0

a také plati pro n — oo
sup |P(v/n(0 = Xn)/o0 < xIXn) = ®(x)| = 0,
X
®(x) — distribuéni funkce N(0,1)

Poznémka Limitni rozdéleni nezavisi na hyperparametrech a, b2.
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Pfiklad 1.-pfipomenuti Ukolem dvou fyzikii je odhadnout jistou fyzikalni konstatntu 6.
1. fyzik vyjadFi predstavu (apriorni rozdéleni) parametru 6 — N(900, 400)

2. fyzik vyjadfi predstavu (apriorni rozdéleni) parametr 6 — N(800, 6400)

vysledek pokusu X — N(6,1600)

1. fyzik aposteriorni rozdéleni — N(@, 320), N(%E?on/", 116—&)

2 fyzik aposteriorni rozdéleni — N(“Eﬂ, 1750), N(W, %

opakuje se pokus nezavisle n krat

V knize J.Andél: Matematicka statistika, vydana 1985 nakladatelstvim SNTL, kapitola
XVl je mozné nalézt tvrzeni i s diikazem ve formé ¢, d.
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Zobecnéni Bernstein-

von-

Mises

X1, ..., Xn jsou nezavislé stejné rozdélené s hustotou r(x|6) hl.k n ,0 € © je parametr
q(0) — apriorni hustota

Predpokladejme: Op?kdovéni
(a) © je oteviena podmnozina R, e

(b) [ %r(x|6)dp,(x) =0, V0 € ©, a jakasi hladkost parcialni derivace r(x|0) vzhl. k
theta integralu

(c) Fisherova informace 0 < J(0) < co

(d) je-li skute€na hodnota parametru 6g, pak g(6o) > 0 a g(0) je spojita v
(6o — €,00 + €) pro né&jaké € > 0.

Je-li 8 striktn& konsistentni max. vérohodnostni odhad parametru 6, pak pro n — oo

P(+/J(60)n(6 — 5) < x| X) =75 o(x)

pro vs. x, kde 6 je skutecna hodnota parametru 6
Tato véta se Casto nazyva "asymptotic normality of the posterior"

Je-li J(0) v okoli bodu 69 tvrzeni plati nahradime-li J(0g) veli¢inou J(§)

Existuje mnoho rliznych zobecnéni
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Mirné zpfesnéni tvrzeni jen pro spec. pfipad
X1, ..., Xn jsou nezavislé stejné rozdélené s rozdélenim N(0,1), 6 - parametr
q(0) — apriorni hustota —dostateéné hladka

Pak plati:

9(Xn) 909 a"(Xn) X603 | 5 1-3/2

P(Vn(0 —Xp) < x|X) =d(x) - =202 2 TP
stejnomérné v x, q'(.), q”’(.) jsou derivace , ¢(x) je hustota N(0, 1)
Za urcitych podminek plati: pro 6p -skut.hodnota par., - max. verhod.odhad

E@0)X) =0+

1 1 (q’(Y,,)

~ 2
n 5050 Catgy onxm) +op(n™?)

(Xn) a a(Xn) jsou funkce nezavisejici na q(.).
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Jesté par poznamek — Za uréitych podminek (dost komplikovanych) plati: Bernstein-

von-
Mises

0o -skut. hodnota parametru
60— max. vérohodny odhad (klasicky)
0* — median par. 6 aposteriorniho rozdéleni 7(6|X)
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(N/n(6* — 8) =P 0, v,
V(0% — 6) =P N0, J71(0)),

(i) E [Va(le - 6] - 6" = B)IX] = o(1)

E[v/n(10 — 8] = 10)1X] = min E[V/n(10 — 8] — |d — 0])|X] + 0p(1)

(i) pro nebayesovsky pfistup (ii) pro bayesovsky pfistup

Vyse uvedené vysledky byly zobecnény na vetsinu "rozumnych"parametrickych
konecné-dimenzionalnich modeld. Pro pripad dimenze pozorovani rostoucich zaroven s
poctem pozorovani a u neparametrickych modelii je situace jina. Tim se nebudeme
zabyvat.

Tato cast prednasky byla pripravena na zakladé kapitoly 20 v knize
A. Das Gupta: Asymptotic Theory of Statistics and Probability, Springer 2008.
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2. Steinlv efekt; James-SteinGiv odhad

X — Np(0,1p), I, — jednotkova matice p x p

tloha: odhad parametru 0

9=X- LSE, NNLO, max. vérohodny odhad

L(6,8(X)) = ||@ — 8(X)||? — kvadraticka ztratova funkce

EL(6,0(X))=p, EX=86

Pro p > 2 existuje odhad §75(X) s vlastnosti

E(L(6.8"(x))I6) < E(L(6,1x))I6)

James a Stein (1961) navrhli:

895(X) = (1 _ P 2)x,

6J5+(X): (1_ p_2)+x

x4 = max(x, 0)
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James- Stein odhad jako empiricky bayesovsky odhad

X; — —=N(0;,1), i =1,..., p nezavislé (podminéng)
6; — —N(0,72), 72 > 0 nezavislé
Rozdé&leni X pfi daném 72 — N((0, (1 + 72)1)

72 odhadneme met. max. vérohodnosti, t.j.

LS

2>01_[\/ 1+7 2(1+ 2)}

dostaneme

1P p
7ZXI'2_17 inz>p7
pi:l i=1

=0, jinak

2 241 )

aposteriorni rozdéleni (0| X) je Np(X =, T3

Tedy
72

ig(X)=X
B(X) 12

2

a po nahrazeni 72 za 72 dostaneme

3a(X) = x(1 - ﬁxfh
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