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Linearni model

Y =X8+¢, X:pevnamatice nx Kk,
g NNn(O, len).

iy NNn(X,@, 0,2/”)

e Parametry: 0 = (8", 7) ,kde 7 =02>0
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Priklad: Vazeni lehkych objektU

e Potfeba zjistit hmotnost dvou velice lehkych objektd.
® (1, B2: hmotnost objektu A, resp. B

e® Pokus (namérené hodnoty v pQ)
Yy, i=1,....,n(n=18):
® 2x zvazen objekt A: 109, 85
® 9x zvazen objekt B: 114, 121, 140, 122, 125, 129, 98, 134, 133
® 7x zvazeny oba objekty A a B: 217, 203, 243, 229, 233, 221, 221

e Kazdé méreni ma (nahodnou) chybu, o které budeme predpokladat, ze
ma normalni rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a rozptylem o2.

e Linearni modelpro Y = (Yi,..., Yn)':
Y=XB+e, B=(B1, B2)"

o Jak vypada matice X?
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Vérohodnost

L@®)=py|6)="--

= (@) f XX exp H{Sse L (B-b) XTX(8 - b)}}

= (2n) B |XTX|? 7 exp{; (8-b) XTX(3 - b)} R exp<’7’

SSe
2

)

v

kde ®b=b(y)= (X"X) Xy
® SS. = SSq(y) = (y — Xb) ' (y — Xb)

Priklad: Lehké objekty e b = (98.89, 124.42)
eSS, =2525.7
es—1256
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Neinformativni apriorni rozdéleni

® p(B) x1,BcRK

”
® p(0?) x —,02>0
ag
e odpovida p(log o?) o ¢, resp. p(log o) ¢

" o(1) o 1, >0
T

® (3 a T apriori nezavislé
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Sdruzené aposteriorni rozdéleni

p(B, T|y) o< o

n

721 exp[—;{SSe—i—(ﬂ—b)TXTX(,B—b)}], >0

® Za jakych podminek se jedna skuteéné o (nedegenerované) rozdéleni?

e To jest, za jakych podminek existuje integral z vySe uvedené funkce?

p(B, T|y)=pB|T,y) x p(t|y)
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Podminéné aposteriorni rozdéleni 3

pB17.¥) o xexp| - (8- B) XTH(3 - b))}

_1
» Normuijici konstanta je proporcionalni determinantu matice ]XTX] 2

> To jest, aby byla p(3 |7, y) hustotou nedegenerovaného rozdéleni, musi
mit matice X sloupcovou hodnost k.

Potom

Bl y ~Ne(bly), 7 (x7x)7")
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Margindlni aposteriorni rozdéleni 7

p(7’|y)o<...o<7-%’1 exp(—TSSe), 7>0

> Aby existovala konecné normujici konstanta, musi byt 5% K'>0,t.n>k.
Potom

T|ng<” k ss;(y)>

> Rutinni pouziti véty o transformaci

> aposteriorni hustota rezidualniho rozptylu, resp. smérodatné odchylky

7 1. Linearni model 0.



Marginalni aposteriorni rozdéleni 7 a o

Véazeni lehkych objektl, 7|y ~ G(8, 1262.8)

Rezidualni pfesnost
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Momenty aposteriornich rozdéleni 7, resp. o2, resp. o

n—k
° ]E(T|Y:y):7889
evar(r|Y=y)= 2(gs_2k)
e
oIE(aﬂY:y):%, pron—k > 2
28S2

evar(o?|Y=y) = pron—k >4

(n—k—-22(n—k—4)

e E(c|Y=y)=7

evar(o|Y=y) =77
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Bayesovské odhady 7 a o

Véazeni lehkych objektl, 7|y ~ G(8, 1262.8)

(Mozné) bodové odhady
71 =E(r| Y =y) =0.00633 o1=E(c|Y=y)=1277

7> =med(r| Y =y) =0.00607 G, =med(c|Y =y)=12.83

95% vérohodnostni intervaly
ETinterval 7 :(0.00273, 0.01142) o :(9.36, 19.12)

HPD interval 7 : (0.00235, 0.01079) o : (8.87, 18.22)
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VSUVKA: Vicerozmérné Studentovo t-rozdéleni

T ~ MVT,,(X), jestlize

v
T=U,/7.

kde e X je pozitivné definitni matice,
o U~ N0, X),
oV ~ 2,

e U a V jsou nezavislé.
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VSUVKA: Vicerozmérné Studentovo t-rozdéleni

T ~ MVT,(X) ma hustotu

vtk

() - thE eyt P
p(t):ﬁ\}jz{%i—f} . teR

eET =0, jeliv>1,
evarT = L}:,je-li v>2,
v—2

® modusT = 0.
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VSUVKA: Posunuté vicerozmérné Studentovo t-rozdéleni

Pro p € Rk:
Z=p+ T,kde T ~ MVTy ,(X) mé hustotu

ZeRK

r(y2k)g |Z\*% {1 n (qu)T ! (zfu)}—%k’

14

eEZ =p, jeliv>1,
evarZ = Lz,je-li v>2,
v—2

® modusZ = p.
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Margindlni aposteriorni rozdéleni 3

P81y {14

n—k
e To jest,
Bly ~ b(y) + MVTx i ($2(y) (X7%) ")
e Jaké je aposteriorni rozdéleni pro 3;, j =1,...,k?
Momenty

e E(B|Y=y)=>b, pron—k > 1

ovar(ﬁ|Y:y):%sz(XTX)_1, pron—k > 2
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Marginalni aposteriorni rozdéleni 3

Vazeni lehkych objektl
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By
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Marginalni aposteriorni rozdéleni 5, a (.

Vazeni lehkych objektl
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Bayesovské odhady 51 a 3,

Vazeni lehkych objektl

(Mozné) bodové odhady
B =E(B1|Y=y)=med(s|Y =y)=98.89
Be=E(5|Y =y) =med(3| Y = y) = 124.42

95% vérohodnostni intervaly

ETiHPD interval 3 : (87.96, 109.83)
By : (116.22, 132.62)
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HPD vérohodnostni mnozina pro 3

s2(8—b) X"X(8—b)
K

< Frn—k(1 —a)
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HPD vérohodnostni mnozina pro 3

Vazeni lehkych objektl

Hmotnost B
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Konjugovany systém apriornich rozdéleni

® p(B3, 7)=p(B|T) x p(7)
® p(B|7) = Nk(By, T 'Z0)
[ ] p(T) = g(Co, do)

® 3y, Xo, Co, O : pevné parametry apriorniho rozdéleni
e Jaka je jejich interpretace?

@ Jakou apriorni informaci vyjadfuiji jejich konkrétni volby?

Snadné domaci cviceni ©:

e Odvodte p(3, 7|y), p(B|Yy), p(T|y) v pfipadé, Ze je uvazovano vyse
uvedené apriorni rozdéleni.
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Uzitecna maticova rovnost

(pro snadné domaci cviceni)

Necht A a B jsou symetrické pozitivné semidefinitni matice dimenze p x p
a alespon jedna z nich necht je pozitivné definitni. Necht x, a, b jsou realné
vektory z RP. Potom

(x—a)"A(x —a) + (x — b) ' B(x — b)

=(x—p) V7 (x — p)
—(Aa+Bb)'V(Aa+Bb) + a'Aa + b'Bb,

nezavisi na x

kde
V=(A+B)"
u =V (Aa + Bb)
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Konjugovany systém apriornich rozdéleni

Aposteriorni rozdéleni

p(B, 7| y) oc it exp{—T<S§e + do)}

|- 3{(6- ) XTx(B-b) + (8- 50) %" (8- 40)}|

n SS
Ty~ g<2 + Co, % + do>,

Bl y~ Ne(Bly), 7 Z(y)), Sy) = XX+ 577,

(y) = Z(y) (X"Xb(y) + =, Bo)

@)

Interpretace parametrd apriorniho rozdéleni?

22 1. Linearni model 0.
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Aposteriorni inference zalozena na
simulaci



Oddil 2.1
Uvod

2. Aposteriorni inference zalozena na simulaci 1. Uvod



Obecna formulace problému

® 0= (01,.. .79k)T : vektor (bayesovskych) parametrdi

e Aposteriorni inference je zalozena na

p(O1y) o< L(6) p(6)

e hustota vzhledem k o-kone¢né mife X na (R¥, B¥),

e v dals§im budeme zkracené namisto p(0 | y)dA(0) psat p(do|y).

2 2. Aposteriorni inference zalozena na simulaci

1. Uvod



Obecna formulace problému

e V ramci aposteriorni inference nas téz pro néjaké méfitelné funkce t na
parametrickém prostoru © zajimaji zejména nasledujici veli€iny:

* Euooint(6) = [ 16)p(d0])
e kvantily (@) vzhledem k rozdéleni p(dé | y)

' median, vérohodnostni intervaly,

e aposteriorni rozdéleni nahodné veliciny. ()

e Kromé trividlnich pfipadu vyzaduje integrovani pfes p(d@ | y).

3 2. Aposteriorni inference zalozena na simulaci 1. Uvod



Oddil 2.2
Monte Carlo integrace

2. Aposteriorni inference zaloZzena na simulaci 2. Monte Carlo integrace



Monte Carlo integrace

Snaha pro méfitelnou funkci t : RK — R numericky spogitat

Epao | y)1(6) = / 1(6) p(d6 |y).

e Predpokladejme, Ze Eyq49 ) y)t(6) existuje konecné.
e Predpokladejme dale, Zze jsme schopni ziskat nahodny vybér

Su=1{00,...,6M)  zrozdéleni p(d@|y).

M
Potom/ ( ) d9|y Z = Ep(d9|y)t(0) = 1ly.

® Proc a kdy to funguje?
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Monte Carlo integrace

e Jestlize /\t(a)\ p(dé |y) < oo, potom

.1
_1 (m)y as.
tw = 17 m§:1 t(6'™) == [ t(0) p(dO|y) pro M — oo

(silny zakon velkych Cisel).

e Dale, jestlize / {t(6)}% p(dé |y) < oo, potom

M
1 1
Vi = var{M Z t(B(’"))} = Mvarp(dg ‘ y)t(e)

_ %/{t(e) —Ep(9|y)}2p(d0|}')

ohodnocuije rychlost konvergence a tudiz téZ pfesnost aproximace pfi
pouziti kone¢ného M.

® ,/vy= Monte Carlo chyba (Monte Carlo Error).

6 2. Aposteriorni inference zaloZzena na simulaci 2. Monte Carlo integrace



Monte Carlo integrace

Odhad Monte Carlo chyby

e Opét s vyuzitim silného zakona velkych Cisel se snadno ukaze (obdobné

jako pfi diikazu konzistence vybérového rozptylu), ze

_1 Z{ t(6™) — } 225 varyae |y H(0), pro M — .

e Rozptyl vy, I1ze tudiz odhadnout pomoci

~ 1
Vi =

e /vy =odhad Monte Carlo chyby.

) 22 (10~}

7 2. Aposteriorni inference zaloZzena na simulaci
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Monte Carlo integrace

Rozdéleni aproximace

® Za polozenych predpokladi plati téz centralni limitni véta, ktera spolu
s Cramérovou-Sluckého vétou vede k

tw—E t(o
M P(¢i9|}’)( ) D, N(0, 1)
Vim

® ohodnoceni konvergence Monte Carlo integrace,
@ konstrukce konfidenCnich mezi pro aproximaci.

Poznamka
e Potfebny nahodny vybér Sy, obvykle na nas popud generuje pocitac.

@ Velikost vybéru M Ize pomérné snadno ovlivnit (viceméné zavisi pouze na
vykonu pocitaCe a dobé, po kterou jsme ochotni ¢ekat na vysledek).

® S patficné velkym M Ize i realné dosahnout pozadované presnosti pfi odhadu
Ep(a0 | y)t(6).

8 2. Aposteriorni inference zaloZzena na simulaci 2. Monte Carlo integrace



Oddil 2.3
Dulezité specialni pripady

2. Aposteriorni inference zalozena na simulaci 3. Dulezité specialni pfipady



Dulezité specialni pripady

e Predpokladejme, ze 8 = (6, ... 76’k)T aSu= {6,

vybér z p(do | y)
Dulezity specialni pripad 1

t(0)

0, (j=1,....kK

...,0™1 je ndhodny

1

o 6™ je MG odhadem pro Ep(go| )0).
m=1

10 2. Aposteriorni inference zaloZzena na simulaci

3. Dulezité specialni pfipady



Dulezité specialni pripady

Dilezity specialni pripad 2

t(e):ﬂ[@gx](ej) proxeR (j=1,...,k) J
M #o™ < x]
Z Tig,<x1 (6 = —/ 37— e MC odhadem pro
m:

Ep(ao | y)lig<x(6)) =P(6; < x| ¥ =y).
e MC odhad marginélni aposteriorni distribu¢ni funkce 6;.
e Libovolny odhad hustoty (histogram, jadrovy odhad, ...) zalozeny na
9}1), e G}M) je MC odhadem marginalni aposteriorni hustoty p(¢; | y),
" odsud Ize mj. odhadnout HPD vérohodnostni intervaly.
e Vybeérové kvantily zalozené na 0](1), . ,H}M) odhaduji kvantily marginalniho
aposteriorniho rozdéleni p(db; | y)
m odhady ET vérohodnostnich intervald.

11 2. Aposteriorni inference zaloZzena na simulaci 3. Dulezité specialni pfipady



Dulezité specialni pripady

Dilezity specialni pfipad 3
Veli¢ina hlavniho zajmu je r(6), kde r : R — R je méfitelna funkce
a t(0) = H[,(Q)SX](B) pro x € R

M (m)
r(@ <x
Z Iir6)<x (0 = M je MC odhadem pro
m:
Ep(ao | y)lir0)<x(0) = P{r(8) <x| Y =y}.
e MC odhad marginalni aposteriorni distribu¢ni funkce r(6).

e Libovolny odhad hustoty (histogram, jadrovy odhad, ...) zalozeny
na r(6"),...,r(6™) je MC odhadem marginalni aposteriorni hustoty

p(r(9)|y)

' odsud Ize mj. odhadnout HPD vérohodnostni intervaly.

® Vybérové kvantily zalozené na r(0"),....r(6™) odhaduji kvantily
marginalniho aposteriorniho rozdéleni p(dr(6) | y)
m odhady ET vé&rohodnostnich intervald.

12 2. Aposteriorni inference zaloZzena na simulaci 3. Dulezité specialni pfipady



Dulezité specialni pripady

Dulezity specialni pripad 3, pokracovani

Veli¢ina hlavniho z&jmu je r(8), kde r : R — R je méfitelna funkce J

e Zvolime-li () = r(@), dostaneme MC odhad pro E,gy)r(0).

e Pfi pocitani MC odhadil veliCin zalozenych na aposteriornim rozdéleni
r(0) jiz nemusime ani integrovat, ani pouzivat vétu o transformaci.

e r(6) muze byt prakticky libovolné “slozitou” funkci 8 a stale je vSe upoci-
tatelné i prakticky.

13 2. Aposteriorni inference zaloZzena na simulaci 3. Dulezité specialni pfipady



Drobna komplikace

Kde vzit onen nahodny vybér

Smu=1{0",...,6M zrozdéleni p(do|y)?

14 2. Aposteriorni inference zaloZena na simulaci 3. Dulezité speciélni pripady



Oddil 2.4

Simulace ze zadaného rozdeéeleni

15 2. Aposteriorni inference zalozena na simulaci 4. Simulace ze zadaného rozdéleni



Simulace ze zadaného rozdéleni

® V3e dosud feCené o MC integraci Ize samoziejmé pouzit k numerickému
pocitani integralt vzhledem k libovolnému rozdéleni.

@ Nejen aposteriornimu v rdmci néjakého bayesovského modelu.
e V dalSim se budeme zabyvat problémem simulace ze zadaného rozdéleni,

které budeme reprezentovat hustotou f(8) vzhledem k néjaké o-konecné
mife A na (RX, B¥) a distribuéni funkci F(8).

o Nadale budeme zkracené psat f(0)d\(0) = f(d6).
@ V ramci bayesovskych metod budeme obvykle pouzivat s f(d6) = p(d@ | y).

16 2. Aposteriorni inference zalozena na simulaci 4. Simulace ze zadaného rozdéleni



Jednorozmeérné rozdéleni

e Nejprve se budeme zabyvat pfipadem jednorozmérného rozdéleni f(d#).

Véta 2.1

Necht U je nahodna veli¢ina s rovnomérnym rozdélenim na intervalu (0, 1).
Necht 0 je nahodna veli¢ina s distribuc¢ni funkci F. Necht pro0 < u < 1 je
F~'(u) =inf{6 : F(0) > u} kvantilova funkce. Potom ma nahodna velicina

Z=F ')
stejné rozdéleni jako nahodna veli¢ina 0, t. Z ma rozdéleni s distribu¢ni
funkei F. )
17
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Jednorozmeérné rozdéleni

Dikaz.
e Trivialni, jestlize navic predpokladame, Ze F je spojita a rostouci na nosici,
tji. na mnoziné ©, pro kterou plati

Plec®)=1, VO CO,PHcO©\0)>0=Plecb)<1.

e O néco slozitéjsi, jestlize spojitost a monotonii F na nosic¢i nepredpok-
ladame.
d

18 2. Aposteriorni inference zalozena na simulaci 4. Simulace ze zadaného rozdéleni



Univerzalni algoritmus pro simulovani z jednorozmérného
rozdéleni

Generovani z rozdéleni 6 s distribucni funkci F(0):
1. Vygeneruj U ~ U(0, 1).
2. Poloz 6 = F~1(U).

e Efektivni, jestlize jsme schopni efektivné poéitat hodnoty F~1.

19 2. Aposteriorni inference zalozena na simulaci 4. Simulace ze zadaného rozdéleni



Specifické algoritmy pro simulovani z jednorozmérnych rozdéleni

® Pro mnoha bézna rozdéleni existuji efektivnéjsi metody zalozené obvykle
na transformacich, z nichz mnohé byly propocitany v ramci Cviceni k pfed-
métu Matematicka statistika 1 (NMSA331).

e Priklad 1:

Uy, Us Hg- U(0, 1), potom pro

01 = p+ o cos(2rUy)+/—2log Us,
0> = p+ o sin(2nUy)\/—2log U

plati 61, 0 "¢ N (i, 02).
e Priklad 2:
U ~U(0, 1), potom pro

plati 0 ~ Exp(N).

20 2. Aposteriorni inference zalozena na simulaci 4. Simulace ze zadaného rozdéleni



Vice o simulovani z rozdéleni s plné specifikovanou hustotou
(nejenom jednorozmeérnou)

Podrobnéjsi obrazek
e Prednaska Simulacni metody (NMST535) vyu¢ovana v zimnim semestru.

e Luc Devroye. Non-Uniform Random Variate Generation. New York:
Springer-Verlag, 1986.

Praktické aplikace
e Statistické baliky vyuzivaji téchto metod ke generovani z vétsiny béznych
rozdéleni.

° @ funkce runif, rnorm, rexp, ...
® “Bézny” uzivatel se nemusi pfili§ trapit s generovanim z béznych (= “pojmeno-
vanych”) rozdéleni a prosté pouzije zabudované moznosti svého software.

21 2. Aposteriorni inference zalozena na simulaci 4. Simulace ze zadaného rozdéleni



Pfima simulace zalozena na podminovani

e Piedpokladejme, ze 6 = (67 ,...,0; )" av rozkladu

f(d@) = f(d6+,...,doy)
=f(d01|02,...,04) f(dO2]03,...,0¢) --- f(dOx_1|dO) f(dOk)

jsme schopni snadno generovat ze vSech (podminénych) rozdéleni
f(d6+1]02,...,0k), f(dO2|03,...,0k), ..., f(dOk_1]|0k), f(dO).

e Algoritmus pro generovani ze sdruzeného rozdéleni f(d@) je potom
nasledujici:

. Vygeneruj 0 z f(dOy).

. Vygeneruj 01 z f(dO,_1 | O).

—_

2

3. :

4. Vygeneruj 0, z f(d02 | 03, . .., 0y).
5. Vygeneruj 01z f(d01 | 05,05, ..., Bk).

22 2. Aposteriorni inference zalozena na simulaci 4. Simulace ze zadaného rozdéleni



Priklad: Linearni model s neinformativni apriornim rozdélenim

Linearni model

Y =XB+¢, X:pevnamatice nx k,
e ~ Ni(0, &°l,).

e Parametry: 0 = (8", "), kde 7 =02 > 0.
e Vérohodnost: Y ~ Ny(XB, 77 1,).
e Neinformativni apriorni rozdéleni:
p(B)x1,  BeRK

1
,D(T)O(;, 7> 0.

23 2. Aposteriorni inference zalozena na simulaci 4. Simulace ze zadaného rozdéleni



Pfiklad: Linearni model s neinformativni apriornim rozdélenim
Aposteriorni rozdéleni

e OznaCme: b= (XTX)_1XTy,
SSe = ||ly — Xb|*.
e Bylo odvozeno:
p(B, T1y)=pBl7. y) x p(r|y),
n—k SSe)
2 7 2 )

p(B|7, ) ~ Ni(b, 77 (XTX) ).

kde p(7|y) ~G(

24 2. Aposteriorni inference zalozena na simulaci 4. Simulace ze zadaného rozdéleni



Priklad: Vazeni lehkych objektu

Marginalni aposteriorni hustoty (M=1000)

Hmotnost A Hmotnost B
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4. Simulace ze zadaného rozdéleni



Priklad: Vazeni lehkych objektu
Marginalni aposteriorni hustoty (M=1 000 000)
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Priklad: Vazeni lehkych objektu
Marginalni aposteriorni hustoty (M=1000)

Hmotnost A Hmotnost B
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Priklad: Vazeni lehkych objektu
Marginalni aposteriorni hustoty (M=1 000 000)
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Priklad: Vazeni lehkych objektu

Sdruzené vybeéry z aposteriorniho rozdéleni (M=1000)
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Priklad: Vazeni lehkych objektu

Sdruzené vybeéry z aposteriorniho rozdéleni (M=1000)
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Priklad: Vazeni lehkych objektU

Aposteriorni inference pro 8 (M=1000)

B B2
Aposter. stredni hodnota 98,8947 124,4211
MC odhad 98,7944 124,6197
MC chyba 0,1804 0,1312
Aposter. median 98,8947 124,4211
MC odhad 98,7813 124,5673

95% ET vér. interval
MC odhad

87,9641; 109,8253

116,2231; 132,6190

95% HPD vér. interval
MC odhad

87,9641; 109,8253

( )
(86,9761; 110,0815)
( )
(87,9245; 110,7076)

116,2231; 132,6190

( )
(116,7594; 132,6802)
( )
(116,4892; 132,2210)
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Priklad: Vazeni lehkych objektU

Aposteriorni inference pro 8 (M=1 000 000)

B B2
Aposter. stredni hodnota 98,8947 124,4211
MC odhad 98,8874 124,4192
MC chyba 0,0055 0,0041
Aposter. median 98,8947 124,4211
MC odhad 98,8849 124,4196

95% ET vér. interval
MC odhad

87,9641; 109,8253

116,2231; 132,6190

95% HPD vér. interval
MC odhad

87,9641; 109,8253

( )
(87,9680; 109,8184)
( )
(88,0765; 109,9202)

116,2231; 132,6190

( )
(116,2239; 132,6113)
( )
(116,1496; 132,5329)
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Priklad: Vazeni lehkych objektu

Aposteriorni inference pro 7 a o (M=1000)

T ag
Aposter. stredni hodnota 0,00633 ?
MC odhad 0,00629 13,207
MC chyba 0,0000689 0,0776
Aposter. median 0,00607 ?
MC odhad 0,00601 12,904
95% ET vér. interval (0,00273; 0,01142) ?
MC odhad (0,00272; 0,01097) (9,547; 19,183)
95% HPD vér. interval ? ?
MC odhad (0,00248; 0,01039) (8,987; 18,186)

33 2. Aposteriorni inference zalozena na simulaci 4. Simulace ze zadaného rozdéleni



Priklad: Vazeni lehkych objektu

Aposteriorni inference pro 7 a o (M=1 000 000)

T ag
Aposter. stredni hodnota 0,00633 ?
MC odhad 0,00633 13,198
MC chyba 0,0000022 0,0025
Aposter. median 0,00607 ?
MC odhad 0,00607 12,838
95% ET vér. interval (0,00273; 0,01142) ?
MC odhad (0,00274; 0,01142) (9,356; 19,116)
95% HPD vér. interval ? ?
MC odhad (0,00237; 0,01081) (8,872; 18,224)

34 2. Aposteriorni inference zalozena na simulaci 4. Simulace ze zadaného rozdéleni
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Oddil 3.1

Hierarchické apriorni rozdéleni

3. Hierarchické modely 1. Hierarchické apriorni rozdéleni



Apriorni rozdéleni

e Volba apriorniho rozdéleni mudze znacnym zplsobem ovlivnit formu
rozdéleni aposteriorniho.

e Nebezpeti zneuziti bayesovskeé statistiky.

e VeétSina “bayesovskych” aplikaci z poslednich cca 25 let
e neni motivovana snahou vyuzivat jakoukoliv apriorni informaci,

e hlavni motivace: navrZzeny model nelze (ani numericky) odhadnout
frekventisticky (typicky pomoci maximalni vérohodnosti), nicméné Ize
ho odhadnout pomoci simulaci bayesovsky,

e neexistuje zadna skute¢nd apriorni informace.

2 3. Hierarchické modely 1. Hierarchické apriorni rozdéleni



Apriorni rozdéleni

e Pouze malokdy je apriorni informace dostate¢né bohata na to, abychom
mohli zvolené apriorni rozdéleni povazovat za presné a bez jakékoliv
chyby definované.

e Potfeba vhodnym zpUsobem vyjadfit nejistotu pfi volbé apriorniho
rozdéleni.

m Bayesovsky model s hierarchicky specifikovanym apriornim rozdélenim
e rozklad apriorniho rozdéleni do nékolika UGrovni podminénych
rozdéleni,

e nejistota na libovolné drovni je vyjadiena apriornim rozdelenim v dalsi
arovni.

3 3. Hierarchické modely 1. Hierarchické apriorni rozdéleni



Bayesovsky model s hierarchicky specifikovanym apriornim
rozdélenim

Definice 3.1 Bayesovsky model s hierarchicky specifikovanym apri-
ornim rozdélenim.

Bayesovsky model s hierarchicky specifikovanym apriornim rozdélenim je
statisticky model s vérohodnosti L(v) = p(y | ) a apriornim rozdélenim p(t)),
kde p() je rozloZzeno na podminéna rozdéleni

Po(¥ 1€1)s P1(C11€2)s s Pm—1(Cme1 [ Cm)

a marginalni rozdéleni p,(¢,,) tak, ze

p(v) =

/

Parametry obsazené v ¢; se nazyvaji hyperparametry i-té drovné (1 < i < m).

Po(¥[€1)P1(C11€2) -+ Pm—1(Cm—1|Cm) Pm(Cm) ACq -+ - ACp,

Z1>< Z,

v

4 3. Hierarchické modely 1. Hierarchické apriorni rozdéleni



Priklad: Linearni model

Model

Y =XB+e¢, X:pevnamatice nx k,
e ~ Nn(0, o21p).

e Parametry: ¢ = (3", 7) ,kde 7 =072 >0
e Vérohodnost: L(p) = p(y | ) = Na(XB, 77 1,)
e Konjugované apriorni rozdéleni:
p(B, 7)=p(B|1) x p(7)
P(B|7) = Nk(Bo, 7o)
p(7) = G(Co, db)

® 3y, X0, Cp, dp : pevné (hyper)parametry.

5 3. Hierarchické modely 1. Hierarchické apriorni rozdéleni



Priklad: Linearni model

e Volba parametrii gama apriorniho rozdéleni pro = (resp. samotna
volba gama rozdéleni) miva dosti znaény vliv na vysledné aposteriorni
rozdéleni.

e Nepovazujme ¢y a/nebo dy za pevné konstanty, ale umoznéme nahodnost
pfi jejich vybéru.
" hierarchicky model
e napriklad:

p(7 | db) = G(co, db)
p(a0) = G(go, ho)

e Cp : pevny (hyper)parametr
e dp : ndhodny hyperparametr 1. Grovné
e go, o : pevné (hyper)parametry (2. Urovné)

6 3. Hierarchické modely 1. Hierarchické apriorni rozdéleni



Oddil 3.2
Hierarchicky specifikovana verohodnost

7 3. Hierarchické modely 2. Hierarchicky specifikovana vérohodnost



Hierarchicky specifikovana vérohodnost

e Hierarchicka specifikace (téZ v nebayesovském kontextu) je Casto
pfirozenym zplUsobem jak zkonstruovat realisticky pravdépodobnostni
model pro popis realné situace.

e Oblasti vyuziti, které jste uz potkali
e Data ziskana stratifikovanym vybérem ¢&i jinak shlukovana (grouped
data).

e Longitudinalni (biostatistika), resp. panelova (ekonometrie) data.

8 3. Hierarchické modely 2. Hierarchicky specifikovana vérohodnost



Priklad: NTP TER84073 pokus na mysich

e Data z National Toxicology Program

e 94 téhotnym mysim byla podana v pfedem uréenych momentech uréena
mnozstvi etylenglykolu (EG)

e V 17. dnu téhotenstvi byly mySi usmrceny a nasledné byla zaznamenéna
hmotnost zarodku

e Pravdépodobnostni reprezentace dat:
Y;; = hmotnost j-tého zarodku i-té mysi, i =1,... . N, j=1,....n;
e Primarni cil:
Odhad a inference pro o = EY;;

9 3. Hierarchické modely 2. Hierarchicky specifikovana vérohodnost



Priklad: NTP TER84073 pokus na mysich
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Priklad: NTP TER84073 pokus na mysich

o~
37 °
e
—
-
=
2
2 @« |
= o
©
IS}
~
IS}

54 58 62 66 70 74 78 82 87 93 97 102 107 115 122 127 132 138 143 148 153

ID

11 3. Hierarchické modely 2. Hierarchicky specifikovana vérohodnost



Priklad: NTP TER84073 pokus na mysich

® Mozny pravdépodobnostni model:

Y/',j' ~ N(/L, 02)'

e Je ospravedinitelné pfedpokladat, Zze Y; 1, ..., Yn,n, jSOU Nezavislé?

12 3. Hierarchické modely 2. Hierarchicky specifikovana vérohodnost



Priklad: NTP TER84073 pokus na mysich

Yij| bi ~ N(bi, 0?),
bj ~ N (u, d?).

e Pro kazdé i jiz Ize predpokladat (podminénou) nezavislost
\/I',‘I ‘bl.a‘ LR Yi,n,- | bl

® Lze téZ pfedpokladat nezavislost by, ..., by.
® b; : stfedni hmotnost zarodku i-té mysi.

e o2 : rozptyl hmotnosti zarodkd u jednotlivé mysi
b vnitroskupinova variabilita.

® ;. : stfedni hmotnost zarodku v celé populaci

EYi; =E{E(Yi;|b)} = Eb; = p.

13 3. Hierarchické modely 2. Hierarchicky specifikovana vérohodnost



Priklad: NTP TER84073 pokus na mysich

vvvvvv

\/I',j | bi ~ N(bfa 0-2)3
b ~ N(p, d?).

o Modelujeme téz jistym zplsobem korelaci mezi zarodky jedné mysi:

COV(\/I',]V \/i,k) = ... = d27
var(Yj) = = o+ d?.
2
Iy cor( Y,-,j, Yi,k) = ﬁ

b nitroskupinova korelace (intraclass correlation)

14 3. Hierarchické modely 2. Hierarchicky specifikovana vérohodnost
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Del8i dalSi povidani
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Hierarchické modely

Obecna poznamka

e TéZ v jinych modelech Ize Casto rozlisit tfi typy parametrt (v bayesovském
smyslu):
e skryta data

¥ v dalsim budeme obvykle znadit &

e “Cisté” parametry = parametry téZ ve frekventistickém pojeti
b daldim budeme obvykle znadit 1

@ nahodné hyperparametry
b daldim budeme obvykle znagit ¢

e Parametry pro bayesovsky model jsou potom 8 = (¢7, 4", ¢7)".

16 3. Hierarchické modely 2. Hierarchicky specifikovana vérohodnost



Hierarchické modely

Obecna poznamka, pokracovani

e Sdruzené apriorni rozdéleni je zadano rozkladem

p(0) = p(&; ¥, ¢) = p(&[¥) p(¥ | ¢) p(C)

® p(&| ) : strukturdini ¢ast apriorniho rozdéleni

¥ plvne z uvazovaného pravdépdobnostniho modelu pouzitého pro popis
situace

® p(¢| <) p(¢) - “skuteCné” apriorni rozdéleni

17 3. Hierarchické modely 2. Hierarchicky specifikovana vérohodnost



“ANOVA” hierarchicky model

Konkrétni apriorni rozdéleni (jedna z moznosti)

e Napi. konjugované apriorni rozdéleni s dodateCnymi hyperparametry,
abychom se ochranili od nadmérného ovlivnéni aposteriorniho rozdéleni
rozdélenim apriornim:

p(7, 1, g, bo, Ab)
= p(rlqg) p(q|bo) p(bo) p(r|do)  p(ch)
N—_—— N—_—— N—— N—— N——

N(po, ky'g~") G(ao. bo) G(po, ro) G(Co. do) G(Go, ho)

® by, dy : ndhodné hyperparametry, tj. ¢ = (b, do)T
® [0, Ko, bo, Po, fo, Cb, Go, Mo : pevneé hyperparametry

e Graficky Ize zprehlednit pomoci DAGu (directed acyclic graph)
e Koletka: ndhodné uzly
e Ctveretky: nenahodné uzly

e Vyjadfeni (podminénych) (ne)zavislosti

18 3. Hierarchické modely 2. Hierarchicky specifikovana vérohodnost



“ANOVA” hierarchicky model

Apriorni rozdéleni (jedna z moznosti)

p(7, 1, g, bo, Ab)
= pulq) p(qlbo) p(bo) p(r]do)  p(dh)
N—_—— N—_—— | N—_—— N——

N(po, kg1 g~ ") G(a0, bo) G(po, 1) G(co. do) G(go, ho)

Nenahodné (pevné) (hyper)parametry:
® /o, Ko

® 2o, Po, fo
® Co, Jo, hO
" Jak je volit?

19 3. Hierarchické modely 2. Hierarchicky specifikovana vérohodnost



“ANOVA” hierarchicky model

Volba nenahodnych (hyper)parametr(

e Neni-li k dispozici Zadnd rozumna apriorni informace, je snhaha volit
nendhodné (hyper)parametry tak, aby vysledné apriorni rozdéleni bylo co
nejméné informativni (weakly informative).

o p(Y|y) o< Lr() p(eb),

e p(v)) predstavuje “nova” pozorovani ve vérohodnosti.
e Snaha volit apriorni rozdéleni tak, aby vliv téchto “novych” umélych po-
zorovani na vérohodnost byl co mozna nejmensi.

e Snaha, aby co mozna nejvice platilo p(¢) < 1 (viz téZ prvni Cast
semestru).

e Staci, aby platilo relativné k Lg ().

m Konkrétni volba pevnych hyperparametrd je Casto (Gaste¢né) mo-
tivovana pozorovanymi daty.

20 3. Hierarchické modely 2. Hierarchicky specifikovana vérohodnost



“ANOVA” hierarchicky model

(Castetnd) datové motivovana volba pevnych hyperparametrd

® 4 : apriorni stfedni hodnota pro EY;; = Eb; = 1
® Ry

® Ky : ovliviluje apriorni inverzni rozptyl (pfesnost) pro u
e Ko blizké 0

® ag, Co, Po, Jo : “stupné volnosti” gama rozdéleni
e obvykle mezi0 a 1

® 1y, hy : “rate” parametr gama rozdéleni v posledni hierarchické Grovni
e obvykle se voli blizké 0

21 3. Hierarchické modely 2. Hierarchicky specifikovana vérohodnost



“ANOVA” hierarchicky model

Aposteriorni rozdéleni

® p(0|y) odvodime standardnim zplsobem
- Jak?

e V tomto konkrétnim pripadé Ize pfi volbé konjugovaného systému jesté
vSe odvodit analyticky.

e® Pro mnohé jiné volby apriornich rozdéleni jiz analyticky odvodit nelze
(problém spocitat integral ve jmenovateli Bayesovy véty).

e Inference pomoci aposteriorniho rozdéleni obvykle zaloZzena na poci-
tacové simulaci (Monte Carlo metody).

22 3. Hierarchické modely 2. Hierarchicky specifikovana vérohodnost
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Oddil 4.1

Linearni smiseny model

4. (Zobecnéné) linearni smisené modely 1. Linearni smiSeny model



Normalni linearni smiseny model

@ Normalni linearni smiSeny model

Y, =Xi8+ Zib; + ¢, i=1,....N

b; " Ny(p, D)
Ejr~ ./\/'n/.(o, Z,)

® by,...,by,e1,...,en vZAjemné nezavislé

2 4. (Zobecnéné) linearni smisené modely 1. Linearni smiseny model



Normalni linearni smiseny model

Hierarchicky zapis

Normalni linearni smiSeny model zapsany hierarchicky

Y,‘|b,'NNn,(X,'ﬁ+Z/b,', Z,‘), i=1,...,N

iid.
bi ~ NCI(N7 D)

® Y., ..., Yyvzijemné nezavislé

e by,..., by vzajemné nezavislé

3 4. (Zobecnéné) linearni smisené modely 1. Linearni smiseny model
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Priklady

4. (Zobecnéné) linearni smiSené modely 2. Priklady



Priklad: NTP TER84073 pokus na mysich

Normalni linearni smiseny model

e Pravdépodobnostni reprezentace dat:

Y;; = hmotnost j-tého zarodku j-té mysi, i=1,... N, j=1,.

e Normalni LMM:

Yij | bj ~ N(bj, 02)
Yi|bi ~ Np(bi 1, X))

Lo, N

i.i.d.
bi g N(N’7 d2)
e V obecném znaceni
1
X;ineni, Zi=|:|, E;=0%l,, D=d°
1
5 4. (Zobecnéné) linearni smiSené modely 2. Priklady



Priklad: Vliv davky Berenilu na l1éCbu trypanosomosis

Experiment majici za ukol vyhodnotit vliv davky léku Berenil na Uspésnost
|éCby trypanosomosis u krav

e Uspésnost 1é¢by je méfena pomoci prirtistku PCV (packed cell volume) po
urcité dobé podavani léku

® Zajima nas, zda existuje rozdil v ispésnosti IéCby nizkou ¢i vysokou davkou
Berenilu

e Experiment probéhl na kravach ze 3 stad (z rdznych farem)

e Kazdé stado bylo rozdéleno nahodné na dvé (pfriblizné stejné) ¢asti,
pfiCemz kravy z jedné Casti stada byly oSetfovany nizkou davkou Berenilu,
kravy z druhé Casti stada byly oSetfovany vysokou davkou Berenilu

e Pravdépodobnostni reprezentace dat:

Y;;j = PCV prirustek u j-té kravy i-tého stada

6 4. (Zobecnéné) linearni smiSené modely 2. Priklady



Priklad: Vliv davky Berenilu na l1éCbu trypanosomosis
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Ptiklad: Vliv davky Berenilu na Ié¢bu trypanosomosis

PCV.diff

T T T T T 1
Herd 1:Low Herd 1:High Herd 2:Low Herd 2:High Herd 3:Low Herd 3:High
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Priklad: Vliv davky Berenilu na l1éCbu trypanosomosis

Linearni smiseny model
® Jestlize Ize predpokladat, Ze davka ma stejny Ucinek ve v§ech stadech, Ize vysledek
experimentu reprezentovat nasledujicim LMM

Yij=bi+x,B+cij

° x . 0, jestlize (i,j)-ta krava IéCena nizkou davkou
") 1, jestlize (i, /)-t& krava léCena vysokou davkou

(on

® b; : stfedni G¢inek nizké davky v j-tém stadu

nahodny efekt stada

nepfedpokladame, Ze je stejné u vSech stad

predpokladame, Ze stada jsou nahodné vybrana z populace stad

Eb; = p = stfedni Ucinek nizké davky v populaci

: rozdil mezi GCinky vysoké a nizké davky
konstantni (pevny efekt)
predpokladame, Ze je stejné u vSech stad
populacni rozdil mezi G€inky vysoké a nizké davky

R

® ¢;; : nahodna odchylka (i, j)-té kravy od stfedni hodnoty jeji €asti (vysoka/nizka
davka) jejiho stada

9 4. (Zobecnéné) linearni smiSené modely 2. Priklady



Priklad: Vliv davky Berenilu na l1éCbu trypanosomosis

Linearni smiseny model

Yij=bi+Xijb+eij
Ebj = p

e Parametr hlavniho zajmu: g
= populacni rozdil v efektu 1éCby vysokou a nizkou davkou
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Priklad: Vliv davky Berenilu na l1éCbu trypanosomosis

Normalni linearni smiseny model

e Normalni LMM:
Yij| bi ~ N(bi + X3, 0?)
Y| bi ~ Np(Zibi + XiB, 0% 1p,)

b Ny, o)
® V obecném znaceni

0

XiA : 1
0

Xf: s — 1 ) Zi: 5 ZI':O-ZII’I,W ]D):dz

X/}n, . 1

1
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Priklad: Vliv davky Berenilu na l1éCbu trypanosomosis

Linearni smiseny model 2

e Jestlize nelze pfedpokladat, Ze davka ma stejny Ucinek ve vSech stadech,

Ize vysledek experimentu reprezentovat nasledujicim LMM

Yij=bi1+2ibi2 + e,

. 7 0, jestlize (i,j)-ta krava léCena nizkou davkou
") 1, jestlize (i, j)-ta krava lédena vysokou davkou

® b; 1 : stfedni UCinek nizké davky v i-tém stadu

@ nahodny efekt stada (nepredpokladame, Ze je stejné u vSech stad)

® predpokladame, Ze stada jsou ndhodné vybrana z populace stad

® Eb; 1 = py = stfedni UCinek nizké davky v populaci
® b, : rozdil mezi UCinky vysokeé a nizké davky v i-tém stadu

® nahodny efekt stada (nepfedpokladame, Ze je stejné u vSech stad)

® Eb;» = pp = stfedni rozdil mezi GCinky vysoké a nizké davky v populaci
® c;; : nahodnéa odchylka (/, j)-té kravy od stfedni hodnoty jeji Casti

(vysoka/nizka davka) jejiho stada

12 4. (Zobecnéné) linearni smisené modely

2. Priklady



Priklad: Vliv davky Berenilu na l1éCbu trypanosomosis

Linearni smiseny model 2

Yij=Dbi1+bi22ij+eci
Eb; 1 = 11
Ebj2 = 2

e Parametr hlavniho zajmu: pp
= populacni rozdil v efektu IéEby vysokou a nizkou davkou

13 4. (Zobecnéné) linearni smisené modely

2. Priklady



Priklad: Vliv davky Berenilu na l1éCbu trypanosomosis
Normalni linearni smiseny model 2

e Oznatme b; = (bi 1, bi2)

e Normalni LMM:

Yij|bi ~ N(bi1+2zibi, 0?)
Yi|bi ~ Ny(Zibj, X))

b; " Na(p, D)

@ V obecném znaceni

10
‘ 10 i a?  dip
X;neni, Z;= . Xi=0%l,, = , D= 1 ;
’ A T =t K <u2> <d1,2 o2
1 1
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Priklad: Vyvoj hladiny bilirubinu u pacientt s PBC

Longitudinalni studie

e Studie, ktera probéhla v letech 1974—-1984 na Mayo Clinic
e 312 pacientl s PBC (primary biliary cirrhosis)

e 158 pacientd Ié€eno D-penicillaminem

154 pacientl lé€eno pouze standardni |éEbou

e Jednim z cilu studie je srovnat skupiny (D-penicillamin vs. kontrolni)
vzhledem k vyvoji hladiny bilirubinu (jeden z ukazateli vaznosti PBC)

Pacienti chodili v zadanych (ne zcela pravidelnych) intervalech na
vySetfeni, kde byla zjistovana (mimo jiného) hladina bilirubinu

Median doby sledovéani byl 6,3 roku (IQR 3,7 — 8,9 roku)

Pravdépodobnostni reprezentace dat:

Y;; = logaritmus hladiny bilirubinu i-tého pacienta v Case t;
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Priklad: Vyvoj hladiny bilirubinu u pacienti s PBC
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Priklad: Vyvoj hladiny bilirubinu u pacientt s PBC

Mozny linearni smiSeny model

e Vyvoj hladiny logaritmického bilirubinu v Case se zda byt u kazdého
pacienta linearni

e® Mozny model pro jednoho pacienta: pfimka v ¢ase

e Kazdy pacient v8ak zacina v ¢ase 0 na jiné drovni
@ rlzné absolutni ¢leny (intercepty) pro riizné pacienty
e Rust/pokles log-bilirubinu mize byt jinak rychly u jednotlivych pacientt
@ rGzné smérnice pro rlizné pacienty
Y =bj1+biotij+ei)
@ b; 4 : absolutni ¢len pfimky (= trend) i-tého pacienta
® b;» : smérnice pfimky i-tého pacienta

® ¢;; : nahodnéa odchylka od celkového trendu v Case t;
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Priklad: Vyvoj hladiny bilirubinu u pacientt s PBC

Mozny linearni smiSeny model

Yij=bir +biglij+ei,

® b= (b1, bis) ' :nahodny efekt

m reprezentuje vybér z populace pacientt
e Eb; 1 = u : stfedni (populacni) absolutni ¢len
® Eb; o = up : stfedni (populagni) smérnice

"W BY;=p1 4 p2 i
= stfedni vyvoj log-bilirubinu v ¢ase v populaci
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Priklad: Vyvoj hladiny bilirubinu u pacientt s PBC

Zahrnuti informace o skupiné (kontrolni/D-penicillamine)

e Pacienti byli na zacatku studie pfifazovani do skupin nahodné
| ze predpokladat stejnou stredni hladinu log-bilirubinu v obou skupinach

b Stejny stredni absolutni &len v obou skupinach

e D-penicillamine mize vést k jinak rychlé zméné hladiny log-bilirubinu

b Potteba umoznit rtizné stredni smérnice v jednotlivych skupinach

o Necht x, J O+ lestize ity pacient patfi do kontrolni skupiny
"\ 1. Jestlize ity pacient patii do D-penicillamine skupiny

m Model umoziuijici riizné stfedni smérnice v jednotlivych skupinach

Yij=bix+bi2tij+BtijXij+ei
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Priklad: Vyvoj hladiny bilirubinu u pacientt s PBC

Model zahrnujici informaci o skupiné (kontrolni/D-penicillamine)

Yij=bi1+bi2tij+Bijxij+eij
@ b= (b1, bjs) ' :nahodny efekt
m reprezentuje vybér z populace pacient
® Eb; 1 = u : stfedni (populagni) absolutni ¢len
" Pix;=0jeEYj; = +pzti
= stfedni vyvoj log-bilirubinu v &ase v kontrolni skupiné
" PYixi =1jeEYi; = u1 + (n2 + B) ti;
= stfedni vyvoj log-bilirubinu v ¢ase ve skupiné D-penicillamine
® Eb;» = up : stfedni (populagni) smérnice v kontrolni skupiné

® E(bio + ) = p2 + (3 : sttedni (populaéni) smérnice ve skupine
D-penicillamine
b 3 sttedni (populaéni) rozdil smérnic mezi skupinou D-penicillamine
a kontrolni skupinou
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Priklad: Vyvoj hladiny bilirubinu u pacientt s PBC

Normalni linearni smiseny model

e Normalni LMM:

Yijl bi ~ N(bjy + biztij+ BtijXij, 0°)

Yi|bj ~ Nn(XiB + Zibj, )

b; " Ny(p, D)

e Jak vypadaji X, Z;, X;?
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Oddil 4.3
Linearni smiSeny model bayesovsky
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Normalni linearni smiseny model

Zapis 1
Y, =XiB8+ Zib; + €;, i=1,....,N
b; "~ Ny(ps, D)
Ej NNn,(o, Z,)
® by,...,by,e1,...,en vZAjemné nezavislé
Zapis 2
Yi|biNNn,(X//6+Zibiv zi)a I:177N
b; ' Noy(ps, D)
® Y, ..., Yyvzijemné nezavislé
® by,..., by vzajemné nezavislé

23 4. (Zobecnéné) linearni smisené modely 3. Linearni smiSeny model bayesovsky



Normalni linearni smiseny model

Parametry ve frekventistickém pojeti

“Cisté” parametry (parametry ve frekventistickém smysiu)
® 3 : pevné efekty

@ (populacni) vliv regresort zahrnutych v matici X na odezvu

e n=Eb; (i=1,...,N): sttedni hodnoty nahodnych efektl

@ (populaéni) vliv regresorll zahrnutych v matici Z na odezvu

e X, =var(Y;|b;) (i=1,...,N): “vnitroskupinova” varian¢ni matice
e Casto se predpoklada X; = 0%,
b nodminéna nezavislost
@ pomoci jiné struktury pro matici X; Ize modelovat i jiné struktury zavislosti
(AR(d), ...)
e D=varb; (i=1,...,N): “meziskupinovad” varianéni matice

@ obvykle se nepredpoklada zadna specialni struktura D a pouze se pozaduije,
aby D > 0 (pozitivné definitni matice)
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Normalni linearni smiseny model
Frekventisticka vérohodnost

e Frekventistické parametry: ¢ = (ﬁT, u' par(Xq,..., Xn), par(]D)))T

&asto pouze o2
e Frekventisticka vérohodnost:

N
Le(p) =p(y|¢) =--- =[] o[ XiB + Zip, V)),
i=1

kde V; = Z,‘DZ,T + X

e P¥i odhadu metodou maximalni vérohodnosti potfeba maximalizovat Lg())
pfi omezenich X; > 0 (provSechnai=1,... ,N)aD >0

) balicky 1me4, nlme

® SAS procedura MIXED
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Normalni linearni smiseny model
Skryta data a vérohodnost bayesovského modelu

e DalSi ndhodné slozky modelu:
= vektory nahodnych efektl by, ..., by

" Dal$i “parametry” pfi bayesovském pfistupu
= skryta data

e Skrytadata: £ = (b], ..., b})"

e Vérohodnost bayesovského modelu:

N
L ) =py|& ¢) = =]] ey XiB+Zib;, X))
i=1
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Oddil 4.4

Zobecnény linearni smiseny model
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Priklad: NTP TER84073 pokus na mysich

e Data z National Toxicology Program.

® 94 téhotnym mysSim byla podana v pfedem ur¢enych momentech uréena
mnozstvi etylenglykolu (EG).

e V 17. dnu téhotenstvi byly mysi usmrceny a nasledné byl zaznamenan
pocet zarodkl (n;,i = 1,...,94) a indikace, zda se u jednotlivych zarodki
vyskytovala vyvojova vada.

e Pravdépodobnostni reprezentace dat:

v 0, jestlize j-ty zarodek i-té mySi bez vyvojové vady,
"1 1, jestlize j-ty zarodek i-té mySi s vyvojovou vadou.

® Primarni cil:
Odhad a inference prom =EY;; = P(Y;; = 1).
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Priklad: NTP TER84073 pokus na mysich

Pozorované proporce zarodku s vyvojovymi vadami
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Priklad: NTP TER84073 pokus na mysich

Mozny model
Mozny model (j=1,...,n;prokazdéi=1,... N)
[ Y,',j | T~ .A(7T,').
® T "z néjakého rozdéleni.
m Reprezentuje fakt, ze kazda my$ ma jiné (genetické apod.) dispozice
k tomu, aby se u jejich zarodku vyvinuly vyvojové vady.
e MysSi zahrnuté do studie jsou nahodnym vybérem z populace mysi a proto
je rozumné predpokladat, ze téz «; (i =1, ..., N) jsou ndhodné.

® Abychom se nemuseli starat 0 omezeni 0 < m; < 1 (i = 1,...,N), bude
uziteCné pouzit vhodnou reparametrizaci, napf.

— ebl
1+eb’

bi = logit(m;) = |og( il )

i
1—m

~ ii.d. v P v .
a v modelu uvazovat b; "= z n&jakého rozdéleni.

| ogisticka regrese s nahodnymi efekty.
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Priklad: NTP TER84073 pokus na mysich

Logisticka regrese s normalné rozdélenymi nahodnymi efekty

Mozny model (j =1,...,njprokazdéi=1,...,N)
® Y ;| b nezavislé s rozdélenim A(;), kde m; = 1i2bl_.

® b; i.i.d. s rozdélenim N (u, d?).

Parametry (klasické)
T
® Y= (u, d2) .

Vérohodnost (frekventisticka)

N N n;
Le(y) =p(y|v) =[] ptyi1¥) =] /R 11 pWij| bi, v) p(bi | ) dbi
i=1 =1 j=1
N Sy, s
— Zaj=1 i.j 1_ ; ni— j;1 Yiij bi ; d2 db,
Il / e () o(bi| 1. )

N eb’. Z/nl1 Yij ,
:H/R (1 + eb)m o(bi | p, d*)db;.
i=1
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Oddil 4.5

Apriorni rozdéleni

32

4. (Zobecnéné) linearni smiSené modely

5. Apriorni rozdéleni



Normalni (zobecnény) linearni smiSeny model
Apriorni rozdéleni

e VyuZijeme rozklad, ktery sleduje hierarchickou strukturu modelu
p(&, ¥) = p(&[4) p(¥)
® Prvni Cast

p(&l¥) =p(bs, ..., by[B, p, X1,..., En, D) =

N
p(b'la" bN|l"a = H bl‘/‘

i=1

e Druhd ¢ast p(v)

e “standardni” apriorni rozdéleni pro “Cisté” parametry

@ obvykle se pfi jeho specifikaci zavadéji na principu obecnych hiearchickych
model( dal$i ndhodné hyperparametry ¢ (snaha zabranit nadmérnému vlivu
zvoleného apriorniho rozdéleni na rozdéleni aposteriorni)
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Normalni (zobecnény) linearni smiSeny model
Apriorni rozdéleni

e Parametry bayesovského modelu 0 = (¢, ', CT)T
o t=(bl,....by)"
e = (8", u’, par(Zq,...,Zp), par([D)))T
e ( : pfipadné dal$i hyperparametry

o Rozklad apriorniho rozdéleni:

p(8) = p(&, ¥, ¢) = p(&§ 1) p(¢ | <) p(S)

N

:{H o(bi |, D)} p(1¢) p(<)

i=1

34 4. (Zobecnéné) linearni smisené modely 5. Apriorni rozdéleni



Normalni (zobecnény) linearni smiSeny model

Mozné volby pro nestrukturalni ¢ast apriorniho rozdéleni

e Potieba zvolit p(1)), které Casto specifikujeme hierarchicky pomoci dalSich
hyperparametrd jako

p(w) = [ P 1) p(¢) e,
to jest p(+, ¢) = p(¥ | <) p(C)
e y= (8", u", par(Xy,...,Xn), par(]D)))T

e V daldim se budeme zabyvat pouze situaci, kdy X; = 021, 1.
par(Xy,...,Xy) = 02

e Oznacime dale
T=0"2

Q=D"
- P = (,BT, ,uT, T, par(Q))T
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Normalni (zobecnény) linearni smiSeny model

Mozné volby pro nestrukturalni ¢ast apriorniho rozdéleni

e Obvykle se predpoklada apriorni nezavislost pro jednotlivé sady
“pfibuznych” parametr(, napf.

p(B, u, 7, Q) = p(B) p(u) p(7) p(Q),

respektive
p(B. 1, 7, Q[¢)=pB|¢)p(r| B p(r | ¢ p@][ ™),

T T T T
kde ¢ = (¢, ¢® 7, ¢@ ¢W )T
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Normalni (zobecnény) linearni smiSeny model
Mozné volby pro nestrukturalni ¢ast apriorniho rozdéleni
3, p maji interpretaci stfednich hodnot

® Smysluplné apriorni rozdéleni:

e Jiné smysluplné apriorni rozdéleni:

p(B) ~ N (By, Zy)
p(p) ~ N (ko Z4).

® 3y, U, py, T4 : pevné/nahodné hyperparametry
e Casta smysluplna volba:
e 3, = 0 (kromé abs. ¢lenu modelu)
e 1, = 0 (kromé abs. ¢lenu modelu)
° Z{f, 3! : diagonalni matice s velkymi (co je velké?) Cisly na diagonéle
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Normalni (zobecnény) linearni smiSeny model
Mozné volby pro nestrukturalni ¢ast apriorniho rozdéleni
T je inverzni rozptyl odchylek jednotlivych pozorovani i-tého subjektu od

stfedni Urovné (zavislé na regresorech) tohoto subjektu
® Smysluplné apriorni rozdéleni:

p(r) ~ G(c;, dr)

® C;, d; : pevné/ndhodné hyperparametry
® mimo jiné zajistuje, ze P(r > 0| Y) =1
e Casta smysluplna volba hyperparametr(:

e C, : apriorni “stupné volnosti”, tj. ¢, € (0, 1] vede k slabé informativnimu
rozdéleni
e pro pfipomenuti: Er =

Zf’ varr = C%
b of_ . “presnost” apriorniho gama rozdéleni

e d: blizké 0 mlze vést k slabé informativnimu rozdéleni

e volba d; vSak mlze pomérné znacné ovlivnit tvar aposteriorniho rozdéleni
b o se asto voli jako nahodné s dal$im (jiz pevné zvolenym) gama
rozdélenim jako apriornim
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Normalni (zobecnény) linearni smiSeny model

Mozné volby pro nestrukturalni ¢ast apriorniho rozdéleni
Q je inverzni varian¢ni matice “Grovni” jednotlivych subjektl

e Potieba vicerozmérné apriorni rozdéleni, které s pravdépodobnosti 1
vygeneruje pozitivné definitni matici

- \Nishartovo rozdéleni
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Wishartovo rozdéleni

Q ~ Wp(v, =), jestlize

=Y 2z2z
i=1

kde ®2Zi,...,Z," N0, =)
® = je pozitivné definitni méfitkova matice
e v > p — 1 jsou stupné volnosti

® Zfejmé plati: P(Q > 0) =1

e Jedna se o vicerozmérné rozsiteni 2 rozdéleni
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Wishartovo rozdéleni

Q ~ Wp(v, =) ma hustotu

p i —1 B
p(@)z {2u2p 71_p(ﬁ;) HF(V+21 I)} |E|_§

i=1

Q% exp{—% r(='Q)},  Qpozitivns definitni

® v > p—1: “stupné volnosti” Ize uvazovat i neceloc¢iselné
" zobecnéni klasického Wishartova rozdéleni

e EQ=1r=
e Wi(v, 1)59(%, % =x2
e Wi(r, 2)=6(%, =)
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Normalni (zobecnény) linearni smiSeny model
Mozné volby pro nestrukturalni ¢ast apriorniho rozdéleni

Q je inverzni varianéni matice “Grovni” jednotlivych subjektl
® Smysluplné apriorni rozdéleni:

p(Q) ~ W(vq,Zq)

® =g, vg : pevné/nahodné hyperparametry

@ Casta smysluplna volba hyperparametr(i:
e vg : apriorni “stupné volnosti”, tj. v- € (p — 1, p] vede k slabé informativnimu

rozdéleni

e =g se obvykle voli jako diagonalni matice, napf. Zq = diag(vg, - -»7qp)

e inverze méfitkové matice (£,") je “presnosti” Wishartova rozdéleni
" diagonalni hodnoty =~ (tj. ya.1,. - ., va.,) blizké 0 mohou vést k slabé
informativnimu apriornimu rozdéleni

e volby 7q,1, . .., va,p VSak mohou pomeérné zna¢né ovlivnit tvar aposteriorniho
rozdéleni
o, ,Ya,p S€ proto ¢asto voli jako ndhodné, apriorné vzajemné

nezavislé, s dalsimi (jiz pevné zvolenymi) gama rozdélenimi jako apriornimi
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Normalni (zobecnény) linearni smiSeny model
Shrnuti

o “Cisté” parametry: o = (87, u”, 7, par(Q)) '
e Skrytadata: £ = (b], ..., by)"

e Vérohodnost bayesovského modelu:

N
LE ) =py & v)=-=]] oy XiB+Zbi, 7"
i=1

e Dekompozice apriorniho rozdéleni:

N

p(&, %) = p(|¥) p(v) = [ | w(bilr, Q") p(B) p(k) P(7) P(Q)

i=1
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Oddil 4.6
Aposterorni rozdéleni
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Normalni (zobecnény) linearni smiSeny model
Aposteriorni rozdéleni

e Nejsou-li Z4dné nidhodné hyperparametry:

p(&, & |y) x L(&, ) p(&| ) p(v)

e Jsou-li nékteré hyperparametry (oznacené jako ¢) nahodné:

P(E. . ¢ y) o L(E. ) p(& | %) p(ap | ) p(C)
P Y) x /'L(s, ) PE| %) p( ] ) P(C)dC
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Normalni (zobecnény) linearni smiSeny model
Aposteriorni rozdéleni “Cistych” parametr(

e Marginalni aposteriorni rozdéleni “Cistych” parametru:

P |y) o /L(s, %) P& | %) P | ¢) P(C)A(E. ¢)

e Diky hierarchické strukture téz plati
P( | ) o Le(#) p(),
nebot  p() = [ Pl |¢)p()dC
Le(w) = [ L& ¥) pl€] ¥)de

a plati Fubiniova véta
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Inference zalozena na aposteriornim rozdéleni

e Sdruzené aposteriorni rozdéleni pro 8 = (', ¢, CT)T vyjadfime snadno
az na multiplikativni konstantu

e Primarné nas vSak zajimaji hlavné marginalni aposteriorni rozdéleni pro
sady parametri nebo dokonce jednotlivé parametry

® p(B1y), p(3i1y), P | y), p(T 1Y), - .
@ z nich odvozujeme aposteriorni stfedni hodnotu, vérohodnostni mnoziny atp.

e P¥i vypoctu marginalnich aposteriornich rozdéleni se jiz nelze vyhnout
integrovani

@ analyticky proveditelné pro jednodussi modely s apriornimi rozdélenimi
vykazujicimi alespor néjaky stupen konjugovanosti

alespon néjaky stupen konjugovanosti

@ analyticky Casto neproveditelné
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Inference zalozena na aposteriornim rozdéleni

e Casto nas zajima té2 aposteriorni rozdéleni pro n&jakou méfitelnou funkci t
— transformaci plvodnich parametr(

e Priklad: N
o Yijlbi~N(bi, 0%), b " N, ), i=1,... N, j=1,....n,
@ Bylo: cor(Yi, Yix) = d?/(c® +d%) =: o
w7 p(u, 02, d?|y) potfeba pomoci véty o transformaci a integrovanim odvodit
p(ely)

® Vzpomente si na svoje Uspéchy na tomto poli (obvykle v pomérné jednoduchych
situacich) ze 3. ro¢niku. ..

e Odvozeni p(t(6) |y) z p(0 | y) (které jiz samo o sobé obvykle zname az na
multiplikativni konstantu) je Casto analyticky neproveditelné
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Inference zalozena na aposteriornim rozdéleni

® VSe vysSe feCené je divodem toho, Ze bayesovska statistika byla az cca do
zacatku 90. let 20. stoleti relativné malo prakticky vyuzivana, a pokud ano,
tak jenom v souvislosti s pomérné jednoduchymi modely

e Reseni problému s nemoznosti odvozovat potfebné vyrazy analyticky:
m aposteriorni inference zaloZena na simulaci
@ k jejimu efektivnimu pouZiti potfeba pfimérené vykonné pocitadlo

e do cca zacatku 90. let 20. stoleti jenom omezené dostupné/nedostupné
(nejenom v CSSR)
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5. MCMC (Markov chain Monte Carlo) metody 1. Uvod



Markov chain Monte Carlo

e Ne vzdy (s realnymi aplikacemi jenom velice zfidka) jsme schopni ziskat
nahodny vybér z pozadovaného (aposteriorniho) rozdéleni.

e Alternativa: Konstrukce markovského fetézce, jehoz stacionarni rozdéleni
= pozadované rozdéleni.

® Za jistych predpokladl Ize vygenerovany dostate¢né dlouhy markovsky
fetézec povazovat priblizné za nahodny vybér z pozadovaného rozdéleni
a s jako takovym s nim dale pracovat pfi pfiblizném vypoctu integralt
a jinych charakteristik tohoto rozdélent.
' Markov chain Monte Carlo (MCMC)

2 5. MCMC (Markov chain Monte Carlo) metody 1. Uvod



Markov chain Monte Carlo

Pfipomenuti, ¢im se zabyvame

e Potfebujeme generovat v idealnim pfipadé nahodny vybér z rozdéleni
s hustotou f(8) vzhledem k o-kone€né mife .

@ V ramci bayesovskych metod budeme obvykle pouzivat s f(8) = p(0 | y).

e V dalSim se predpokladaji znalosti z pfedmétu Nahodné procesy 1
(NMSA334).

e Zde jste se zabyvali zejména markovskymi fetézci se spocetnou mnozi-
nou stava.

3 5. MCMC (Markov chain Monte Carlo) metody 1. Uvod



Markov chain Monte Carlo

e My potfebujeme uvazovat mnozinu stavy, ktera je obecnou podmnozinou
R¥,
® Mnoho vysledk( pro markovské fetézce se spocetnou mnozinou stavu lze
zobecnit na markovské fetézce s obecnou mnozinou stavu.

@ V ramci této prfednasky nebudeme témeér nic dokazovat, nebot potiebujeme
MCMC pouze jako nastroj pro aposteriorni inferenci.

@ Dlkazy a mnohé dalsi uzite¢né poznatky a souvislosti Ize nalézt v pfednasce
Metody Markov Chain Monte Carlo (NMTP539).

e Existuje téZ nespocet knih vénujicich se MCMC.

e Robert, C. P. and Casella, G. (2004). Monte Carlo Statistical Methods,
Second Edition. New York: Springer-Verlag.

e Gamerman, D. and Lopes, H. F. (2006). Markov Chain Monte Carlo:
Stochastic Simulation for Bayesian Inference, Second Edition. Boca Ra-
ton: Chapman & Hall/CRC.
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Markov chain Monte Carlo

e Budeme piedpokladat, ze f(0) ma hustotu vzhledem k o-kone€né mire A
na méfitelném prostoru (©, 7).

e Typicky © C R,

e Obdobné jako dfive budeme zkracené psat

£(8)d\(8) = £(d6).

5 5. MCMC (Markov chain Monte Carlo) metody 1. Uvod
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Markovské procesy s obecnou mnozinou stavu
Markovské jadro

Definice 5.1 Markovské jadro (Markov kernel).

Méfitelné zobrazeni P : © x T — [0, 1] se nazyva markovské jadro (Markov
kernel) na (©, T), jestlize
1. prokazdé T € T je P(-, T) nezadporna mefitelna funkce na ©,

2. pro kazdé 0 € © je P(6, -) pravdépodobnostni mira na 7.

e Jedna se o zobecnéni pravdépodobnosti prechodu.

e Markovské jadro uruje pravdépodobnost prechodu ze stavu 6 do stavu
v mnoziné T.

75. MCMC (Markov chain Monte Carlo) metody 2. Markovské procesy s obecnou mnozinou stavu



Markovské procesy s obecnou mnozinou stavu

Pfechodova hustota

e Pro kazdé 0 € © existuje hustota rozdéleni P(6, -) (vzhledem k o-kone¢né
mife \) = pfechodova hustota, kterou budeme znadit jako p(6, 1) a zkra-
cené psat

p(8, P)dA() = p(6, dib),
resp. P, T)= /p fc,b):/Tp(e, dy).

e Prechodovou hustotu Ize chapat téZ jako podminénou hustotu v za pod-
minky 0 (vzhledem k o-konecné mife ).

85. MCMC (Markov chain Monte Carlo) metody 2. Markovské procesy s obecnou mnozinou stavu



Markovské procesy s obecnou mnozinou stavu
Homogenni markovsky fetézec

Definice 5.2 Homogenni markovsky fetézec (Homogeneous Markov
chain).

Rekneme, Ze nahodny proces {9(’”) : m=0,...} je homogenni markovsky
fetézec (homogeneous Markov chain) s pfechodovym jadrem (transition ker-
nel) P a pocateCnim rozdélenim fy(d@), pokud jeho kone¢né rozmérna
rozdéleni spliuji pro kazdé m € Ny a pro véechna Ty, ..., T, € T podminku

POD eTy,...,0M e Ty) =

/ / PO T.)p0 ™2, do™1)...p(0® do)f,(de®).
To Tm—1

e Jak chapat tuto definici?

95. MCMC (Markov chain Monte Carlo) metody 2. Markovské procesy s obecnou mnozinou stavu



Markovské procesy s obecnou mnozinou stavu
Markovska vlastnost

Véta 5.1

Necht {6™ : m=0,...} je homogenni markovsky Fetézec generovany pre-
chodovym jadrem P a h je omezena méfitelna funkce na ©. Potom pro kaZzdé
m € Ny plati

E[h(6™ ) |6™,....00] = E[n(6™ D) 6],

e Prolibovolnou T € T tedy volbou h = I plati markovska vlastnost:

PO™N eT|om .. 00)=pPO™eT|oM).
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Markovské procesy s obecnou mnozinou stavu
Rozdéleni markovského fetézce v case m + 1

e Necht = je hustota vzhledem k o-kone¢né mife A\ na (©, T), tj. =(d0) je
pravdépodobnostni rozdéleni.

e® Pro homogenni markovsky fetézec s pfechodovym jadrem P zavedme

nasledujici znaceni:
:/ P(6, T)x(d6)
©

pro libovolnou T € T.

e P¥i pouziti rizného znaceni mame:

P = [ [ pto. dwyr(an) = | [ plo. wyr(o)orw)dA o).

5. MCMC (Markov chain Monte Carlo) metody 2. Markovské procesy s obecnou mnozinou s
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Markovské procesy s obecnou mnozinou stavu

Rozdéleni markovského fetézce v case m + 1

e Pouzitim Fubiniovy véty dostaneme
wP(T) = [ [ pl6. %)x(0)0rw)ax®)

://ﬁm¢mmwwww)
TJO

b 7 P(d) je opét pravdépodobnostni rozdéleni na (©, 7)) a ma hustotu

/ﬁmwwmw@:/maMﬂw)
€] €]

vzhledem k mife \.

e Je-li 7(d0) rozdélenim markovského fetézce v ase m—1, potom 7 P(d))
je rozdélenim markovského fetézce v Case m.
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Markovské procesy s obecnou mnozinou stavu

Stacionarni rozdéleni

Definice 5.3 Stacionarni rozdéleni (Stationary distribution).

Pravdépodobnostni rozdéleni 7(d@) se nazyva stacionarnim rozdélenim (sta-
tionary distribution) homogenniho markovského fetézce s prechodovym ja-
drem P, jestlize

7P(d@) = =(d0),

to jest, jestlize pro libovolnou T € T plati
mP(T) = =(T),
/ P(6, T)r(d6)

(€]

Il
—
A
Q.
2
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Markovské procesy s obecnou mnozinou stavu

Reversibilita

Definice 5.4 Reversibilita (reversibility) markovského retézce.

Homogenni markovsky fetézec s pfechodovym jadrem P se nazyva reversibilni
(reversible) vzhledem k pravdépodobnostnimu rozdéleni , jestlize pro libo-
volné T, S € T plati

/P(O, S)m(do) :/P(z,b, T)r(dv).
T S
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Markovské procesy s obecnou mnozinou stavu
Reversibilita

e Na /P(e, S)m(dO) lze pohlizet jako na sdruzené pravdépodobnost-
T

ni rozdéleni na (© x ©, T ® T), které mnozinam T, S € T pfifadi
pravdépodobnost

Q7. 9)= [ P(6. 9)r(d®) = [ [ p(o. du)n(ao).
T TJS
e Rozdéleni Q; ma hustotu
a1(0, ¥) = p(8, ¥)n(0)
vzhledem k soucéinové mife A @ \, zkracené
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Markovské procesy s obecnou mnozinou stavu
Reversibilita

e Na /P('«,b, T)m(dv) Ize pohlizet jako na sdruzené pravdépodobnost-
S

ni rozdéleni na (© x ©, T @ T), které mnozinam T, S € T pfitadi
pravdépodobnost

Qu(S. T) = /S P, T)n(dep) = /s /T p(sp. dO)(dp).

e Rozdéleni Q> ma hustotu

vzhledem k soucinové mire \ @ \, zkradcené
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Markovské procesy s obecnou mnozinou stavu
Reversibilita

e Reversibilita vzhledem k 7 tedy znamena, ze pro libovolné T, S € T plati

Qi(T, S) = (S, T).

® Zkracené zapsano

p(6, dy)m(d6) = p(sp, dO)m(dy).

e Nutno chapat jako rovnost rozdéleni (pravdépodobnostnich mér)!

e Sdruzené rozdéleni stavli v casech ma m + 1 je stejné jako sdruzené
rozdéleni stavd v ¢asech m+ 1 a mpro libovolné m=10,1,....
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Markovské procesy s obecnou mnozinou stavu
Reversibilita a detailni podminka rovnovahy

® p(0, dip) Ize chapat téz jako podminéné rozdéleni vy za podminky 6 ma-
jici hustotu p(@, 1) (pfechodova hustota) vzhledem k o-konecné mife A
(v argumentu ).

@ Podminku reversibility Ize potom pomoci hustot prepsat jako

p(6, ) w(8) = p(, O) 7(x))  pro A-s.v. 8, i € ©.

- Detailni podminka rovnovahy (detailed balance condition).
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Markovské procesy s obecnou mnozinou stavu
Reversibilita a stacionarita

Véta 5.2

Je-li homogenni markovsky retézec reversibilni vzhledem k =, potom = je jeho
stacionarni rozdeleni.

Dukaz. Staci v definici reversibility polozit S = ©.

e To jest, reversibilita (splnéni detailni podminky rovnovahy) je postacujici
podminkou pro stacionaritu.
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Markovské procesy s obecnou mnozinou stavu
Prechodové jadro m-tého fadu

Definice 5.5 Prechodové jadro m-tého fadu (m-step transition proba-
bility kernel).

Uvazujme homogenni markovsky fetézec s pfechodovym jadrem P a polozme
PY(8, T) = 66(T). Pfechodové jadro m-tého fadu (m-step transition probability
kernel) je dano induktivné vztahem

P™@, T) :/@P(w, T)P™1(6, dv), m e N.
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Markovské procesy s obecnou mnozinou stavu
Chapmanova-Kolmogorovova rovnost

Véta 5.3 Chapmanova-Kolmogorovova rovnost.

V homogennim markovském fetézci s pfechodovym jadrem P plati pro n,m €
Noan<m,0€0,T¢cT vztah

P70, T) = /@ P(4p, T) P(6, ).

Dikaz. V definici homogenniho markovského fetézce staci polozit
fo=09, Ti=0©proi=0,....,m—1, Ty, = T. Definice P" a P™" se pouzije
pro prvnich n a poslednich m — nintegrand.

d

e Jak chépat Chapmanovu-Kolmogorovovu rovnost?
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Markovské procesy s obecnou mnozinou stavu

Limitni rozdéleni

Definice 5.6 Limitni rozdéleni (limitting distribution).

Pravdépodobnostni rozdéleni 7 na (©, 7)) nazveme limitni rozdéleni (limitting
distribution) markovského fetézce {6™ : m = 0,1,...} generovaného pre-
chodovym jadrem P, jestlize

lim P"(6, T)==(T) prom-s.v. 0 € © aprovSechna T € T.

m—oco

e Poznamka. Je-li 7 limitnim rozdélenim, potom pro libovolné pocateéni
rozdéleni fy a pro kazdou T € T plati

P(O™ < T):/ P™@, T)f(d6) m?w/ew(T)fo(dO):ﬂ(T)-

S}
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Markovské procesy s obecnou mnozinou stavu

Limitni a stacionarni rozdéleni

Véta 5.4 Limitni a stacionarni rozdéleni.

Je-li w limitnim rozdélenim homogenniho markovského fetézce, potom je w téZ
stacionarnim rozdélenim tohoto retézce.

Dikaz. ProTe T am-sv. 0 €0je

n(T) = lim P7(6, T)= lim /Pu;, T)P™=1(0, dap)

_ /@ P(s, T)r(dwp) = wP(T).
d
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Principy MCMC

Pfipomenuti, ¢im se zabyvame

e f(d0) je néjaké pravdépodobnostni rozdéleni.

e Pro méfitelné funkce £(6) potfebujeme aproximovat integraly typu

/@ {(6) 1(dB) = Er(qo)t(6).

o Je-li Sy = {01),...,0M) nahodny vybér z rozdéleni f(d6), potom (za
jistych predpokladi)
M A~ o~
/@t( M Z = Ef(dg)t(e) = Ip-
m=1
m Monte Carlo integrace
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Principy MCMC

e Necht {8(™ . m = 0,...} je homogenni markovsky Fetézec se sta-
cionarnim rozdélenim f(de).

e Vime: reversibilita vzhledem k f(d@) implikuje stacionaritu vzhledem k f(d@).

e Staci tedy zvolit pfechodové jadro markovského fetézce tak, aby pre-
chodova hustota p(0, 1) splfiovala detailni podminku rovnovahy vzhle-
dem k f(d@).

e Staci tedy volit prechodovou hustotu tak, aby splfiovala

p(0, ¥) f(0) = p(¢, 0) f(¢) VO, c®©

a mame potrebny markovsky fetézec.
- Toto neni nikterak obtizné, jak bude zahy ukazano.
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Principy MCMC

e Predpokladejme, Zze se nam navic podafi zajistit, ze existuje limitni

rozdéleni uvazovaného markovského fetézce.

@ Vime: limitni rozdéleni (existuje-li) = stacionarni rozdéleni f(d@).

e Od jistého okamziku (feknéme B + 1) Ize tedy
Su={0F . gEM
povazovat za nahodné veli€iny s rozdélenim f(d6).

e Zalatku fetézce {0(0), e B(B)} se tika burn-in period.
e Nejde o nahodny vybér, nebot 8(B*" ... 8B+M) nejsou nezavislé!
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Principy MCMC

e Nicméng, jestlize [ |#(0)|f(dP) < oo a jestlize dale plati jisté predpoklady,
potom (ergodicka véta):

B+m as,

Mz

{(0) f(do) pro M — .

m: ©

e ty je tedy konzistentnim odhadem pro Jo 1(6) f(d8) = Esqe)t(0).

e P¥i splnéni onéch jistych predpokladl Ize téz odhadnout
Vv = Varfqe) (fM)

a ohodnotit tak pfesnost odhadu E(4e)1(8)
(pfesnost aproximace integralu [ £(0) f(d#)).

28 5. MCMC (Markov chain Monte Carlo) metody 3. Principy MCMC



Principy MCMC

Ergodicka véta

e Predpoklady pro platnost ergodické véty pro markovské fetézce s obec-
nou mnozinou stavl jsou zobecnénimi pfedpokladl ergodické véty pro
markovské fetézce s diskrétni mnozinou stav(.

e Potfeba zobecnit (a rozsitit) nasledujici pojmy:
e nerozlozitelnost (irreducibility),
@ neperiodicita (aperiodicity),

@ trvaly (recurrent) a pozitivné trvaly (positive recurrent) markovsky fetézec.

- NMTP539: Metody Markov Chain Monte Carlo.
e Zajistit splnéni téchto predpokladu v praktickych aplikacich téz neni tézké.

e Co je tedy obtizné?
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Principy MCMC

Nejvetsi obtize

Nejvétsi obtiz pri praktické aplikaci MCMC
e Zjistit, od kterého okamziku jiz Ize (s pfiméfené malou chybou) povazovat
rozdéleni stavll vygenerovaného markovského fetézce za limitni = sta-
cionarni f(d9).
o Jak velké ma byt B (délka burn-in period)?

@ Jedna se o konvergenci pravdépodobnostnich mér a nelze ji tedy posoudit
jednoduchym ¢islem jako tfeba v prfipadé numerického optimaliza¢niho algo-
ritmu!
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Principy MCMC

Nejvétsi obtize

Druha nejvétsi obtiz pti praktické aplikaci MCMC
e Pfipomenime, ze 6B+ .. 0(B*M) nejsou obecné nezavislé a tudiz (i pfi
predpokladu konvergence k limitnimu rozdéleni) neni nutné pravda

varyqe) (1(6
Vi = Varyqe) (tn) = W.

e Stavy markovského fetézce jsou typicky kladné (auto)korelovany a tudiz

varsqe (t 0
Vi = varye) (tn) > W.
e Je-li markovsky fetézec zkonstruovan tak, Ze vykazuje vysokou autoko-
relaci mezi jednotlivymi stavy, mize byt vy nepouzitelné vysoké i pfi
pomérné vysoké hodnoté M.
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Principy MCMC

Nejvétsi obtize

e Snaha konstruovat markovsky fetézec tak, aby autokorelace byla co ne-
jnizsi.
@ Nulova autokorelace = co do pfesnosti se markovsky fetézec chova stejné jako

nahodny vybér, kde vy = I:—/,varf(dg) (t(0)).

@ Konstrukce markovského fetézce s nizkou autokorelovanosti snadna
neni a obtiznost této snahy zavisi na konkrétni aplikaci.
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Oddil 5.4
Gibbsuv algoritmus
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Gibbsuv algoritmus

e Geman, S. and Geman, D. (1984). Stochastic relaxation, Gibbs distribu-
tions and the Bayes restoration of image. IEEE Transactions on Pattern
Analysis and Machine Intelligence, 6, 721-741.

@ Aplikace v oblasti restaurovani digitalnich obrazku.
e Gelfand, A. E. and Smith, A. F. M. (1990). Sampling-based approaches to

calculating marginal densities. Journal of the American Statistical Associ-
ation, 85(410), 398—409.

@ Aplikace v bayesovské statistice.
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Gibbsuv algoritmus
Predpoklady

Predpoklady:
.
e 0=T[,0,0=(6],...,6;)

e Cilové (stacionarni) rozdéleni je f(df) a méa hustotu f(8) vzhledem
k souc€inové mife A1 @ - - - @ A, pfiCemz \; je o-kone¢na mira s Aj(©;) > 0
(i=1,...,k).

e ©={0:1(6)>0}.

® Jsme schopni (snadno) generovat z plné podminénych (full conditional)
rozdéleni

f(d6;|6_;) =f(d6;|61,...,0i_1,6i1,....0k).
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Gibbsuv algoritmus

Algoritmus
Algoritmus:
T T
1. Zvol pocateéni stav 6© = (6 ... 6 )", poloz m = 0.
2. (i) generuj 92”’“) z podminéného rozdéleni

f(de: |6y, ...,6{M).

(i) generuj 02’"*1) z podminéného rozdéleni
f(d6z| 6", 6", ....60™).

iii) generuj 6" z podminéného rozdéleni
g | O3

f(des| 6™ ", 65" o™, ... oM.

(k) generuj 95(’”“) z podminéného rozdéleni

f(dex |6\, ... 8.

Zvétsi m o jedniCku a jdi na 2. krok algoritmu.
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Gibbsuv algoritmus

Pfechodova hustota

Pfechodova hustota

K
p(6, 1/’):Hf(¢i|¢1a---,1/’i—179i+1a-~-79k)-

i=1

e Odpovida prechodovému jadru

PO, T) = /T p(0, dip) = /T p(8. )dA(1h).
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Gibbsuv algoritmus

Stacionarni rozdéleni

Véta 5.5

Rozdéleni f(dO) je staciondrnim rozdélenim markovského Fetézce gen-
erovaného Gibbsovym algoritmem.

Dikaz. Viz tabule.

e® Pokud bude existovat limitni rozdéleni, musi se jednat o rozdéleni sta-
cionarni a tedy cilové f(d@).
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Gibbsuv algoritmus

Existence limitniho rozdéleni, ergodicita

e Ergodicitu (existenci limitniho rozdéleni) Ize dokazat naptiklad pfi spinéni
predpokladd, které byly uvedeny na zacatku povidani o Gibbsové algoritmu,
to jest

eO0=[[",0,0=(6],...60)".

@ Cilové (stacionarni) rozdéleni je f(d@) a mé hustotu f(0) vzhledem k soucinové
mite A1 ® - - - ® Ak, pfiCemz \; je o-kone€nd miras \i(©;) >0 (i=1,...,k).

e @:{9:f(0)>0}.

e Pro standardni statistické aplikace je toto obvykle spinéno.

e P¥i rutinnim pouziti Gibbsova algoritmu nicméné zUstava nemalym prob-
lémem zjistit, zda pouzitd koneCna realizace markovského fetézce
jiz dostate¢né dobfe odpovida limitnimu = stacionarnimu = cilovému
rozdéleni.

e Pfi nevhodném pouziti Gibbsova algoritmu (viz dale) nemusi ani velmi
dlouha realizace markovského fetézce dostateCné dobre aproximovat lim-
itni rozdéleni!
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Gibbsuv algoritmus
Reversibilita

e Lze ukdzat, Zze markovsky fetézec generovany Gibbsovym algoritmem ne-
spliiuje detailni podminku rovnovahy, tj. fetézec neni reversibilni vzhle-
dem k rozdéleni f.

e Reversibility Ize dosahnout nékolika zplsoby:
@ Generujeme stfidavé odpfedu a odzadu.

e Poradi vybirame nahodné.

e V kazdém podkroku Gibbsova algoritmu generujeme i-ty podvektor
s pravdépodobnosti p; (0 < pi < 1,55, pi = 1).

o Casta volba je p; = 1/k (rovnomérné rozdélent).

e Random scan Gibbsuv algoritmus.
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Gibbsuv algoritmus
Autokorelace

e V principu Ize generovat ze vSech jednorozmérnych podminénych
rozdéleni.

@ V pfipadé, Ze slozky 6 jsou v cilovém rozdéleni f(d@) vyznamné korelovany,
vede generovani z jednorozmérnych podminénych rozdéleni k markovskému
fetézci s velkou autokorelaci.

@ Idealni situace je stav, kdy podvektory 61, ..., 8 jsou v cilovém rozdéleni f(d6)
€O mozna nejméné korelovany.

41 5. MCMC (Markov chain Monte Carlo) metody 4. Gibbsuv algoritmus



Gibbsuv algoritmus

PIné podminéna rozdéleni

e Pii odvozovani plné podminénych rozdéleni je vhodné si uvédomit
a vyuzivat zakladni fakt a to

F(0i|0-i) o 1(6),

pri¢emz « nyni znamena, ze ve, co neobsahuje 6; je konstantou.

e V piipadé hierarchického modelu, kde je f(8) zadano jako soucin pos-
tupné podminénych rozdéleni, pak f(0;|6_;) zavisi pouze na téch pod-
minénych rozdélenich ze specifikace f(0), kde jde v uvazované hierar-
chické struktufe:

@ 0 “potomky” 6;,
@ o sourozence 0; (nejsou-li v f(d@) nezavisli),

® 0 “rodice” 9.

42 5. MCMC (Markov chain Monte Carlo) metody 4. Gibbsuv algoritmus



Priklad: Linearni model s neinformativnim apriornim rozdélenim

Linearni model

Y =XB+e¢, X:pevnamatice nx k,
e ~ Np(0, &°l,).

e Parametry: 8 = (3", T)T, kde T =0"2>0.
e Vérohodnost: Y ~ Np(XB, 77 1,).
e Neinformativni apriorni rozdéleni:

p(B) x1,  BeRK

]
P~ 7>0.
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Priklad: Linearni model s neinformativnim apriornim rozdélenim
Vérohodnost

e Oznaéme: b= (XTX) 'XTy,
88, - |ly —xb|".
e Vérohodnost:

L(6) =p(y[B, 7)
= (271-)*57 72 exp {—;{Sse + (5 - b)TXTX(ﬁ - b) }}

IR S )
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Priklad: Linearni model s neinformativnim apriornim rozdélenim

Aposteriorni rozdéleni

e Bylo odvozeno:

p(B, Tly)=pB|7,y) x p(T|y),

kde p(T\y)NQ(n;k, ste),

P87, y) ~ Ni(b, 7 (x7x) 7).

e Dale bylo odvozeno: p(3|y) ~ MVTy , « (b, nsfek (XTX)q).

e Pomoci Gibbsova algoritmu sestrojime markovsky fetézec, ktery bude mit
rozdéleni p(3, 7| y) jako stacionarni i limitni.
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Priklad: Linearni model s neinformativnim apriornim rozdélenim

PIné podminéna rozdéleni

e Oznaéme W = XX s prvky w;; (i,j =1,...,K).

p(B| ) = p(BI7, ¥) ~ Nic(b, 7 (x7%) ),

A
_ Try
,D(7'|...):p(7-|13,y)wg<g7 (y Xﬁ)2(y X,B))
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Priklad: Vazeni lehkych objektu

Blokovy Gibbsuv algoritmus: Generované hodnoty (B=100, M=1 000)

Hmotnost A Hmotnost B

By
100 110 120
B2

90
110 115 120 125 130 135 140

T T T T T T T T 1
200 400 600 800 1000 200 400 600 800 1000

°
o

lterations lterations

Inverzni rozptyl

0010 0014

0.006

0.002

T T T 1
200 400 600 800 1000

0

Iterations.
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Priklad: Vazeni lehkych objektu

Single site Gibbsuv algoritmus: Generované hodnoty (B=100, M=1 000)

Hmotnost A Hmotnost B

By
100 110 120
B;

90

80
110 115 120 125 130 135 140

T T T T T T T T 1
200 400 600 800 1000 200 400 600 800 1000

°
o

lterations lterations

Inverzni rozptyl

0010 0014

0.006

0.002

T T T 1
200 400 600 800 1000

0

Iterations.
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Priklad: Vazeni lehkych objektU

Gibbsuv algoritmus: Generované hodnoty 3 (iterace 101 — 110)

Blokovy Gibbs Single site Gibbs

wn wn

O — O —

- -

[=3 o

@ — @ —

— —

wn wn

N — N —

S S

& &

o o

N — N —

— —

n n

- = - =

— —

S - S -

= T T T T T T 1 =l T T T T T T 1

80 8 90 95 100 105 110 115 80 8 90 95 100 105 110 115
By By
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Priklad: Vazeni lehkych objektu

Gibbsuv algoritmus: Generované hodnoty 3 (iterace 101 — 300)

Blokovy Gibbs Single site Gibbs

B2

80 85 90 95 100 105 110 115 80 85 90 95 100 105 110 115
B By
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Priklad: Vazeni lehkych objektu
Blokovy Gibbslv algoritmus: Odhady autokorelacnich funkci (B=100, M=1000)

Hmotnost A Hmotnost B

Inverzni rozptyl

} . g 1eleeesnnagd f
s
' T T T T T T 1
o 5 10 15 2 2 20
Lag
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Priklad: Vazeni lehkych objektu
Single site Gibbsuv algoritmus: Odhady autokorelacnich funkci (B=100, M=1 000)

Hmotnost A Hmotnost B
o °
] ]
|I.l...--l..-ll.-...-.....-.. leo el ' selegeagencsegy
° °
] ]
! T T T T T T 1 ' T T T T T T 1
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Lag Lag
Inverzni rozptyl
°
'Rk el ten Voo,
S
oo T T T T T 1
0 5 10 15 20 25 30
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Priklad: Vazeni lehkych objektu

Blokovy Gibbsuv algoritmus: Odhady aposteriornich hustot (B=100, M=1000)

Hmotnost A Hmotnost B

Aposteriomni hustota

000 002 004 006 008 0.10
Aposteriomnf hustota

000 002 004 006 008 0.0

T T 1 r T T T T 1
80 90 100 110 120 100 110 120 130 140 150

Inverzni rozptyl

r T T 1
0.000 0.005 0.010 0.015
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Priklad: Vazeni lehkych objektu

Single site Gibbsuv algoritmus: Odhady aposteriornich hustot (B=100, M=1000)

Hmotnost A Hmotnost B

Aposteriomni hustota

000 002 004 006 008 0.10
Aposteriomnf hustota

000 002 004 006 008 0.0

r T T T T 1
100 110 120 130 140 150
B B2

Inverzni rozptyl

r T T 1
0.000 0.005 0.010 0.015
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Priklad: Vazeni lehkych objektU

Aposteriorni inference pro 8 (B=100, M=1000)

Blokovy Gibbsuv algoritmus

B B2
Aposter. stiedni hodnota 98,8947 124,4211
MCMC odhad 98,9084 124,4561
MC chyba (naivni) 0,1744 0,1323
MC chyba 0,1662 0,1398
Aposter. median 98,8947 124,4211
MCMC odhad 98,7209 124,4226

95% ET vér. interval
MCMC odhad

87,9641; 109,8253
86,9793; 110,2375

116,2231; 132,6190
116,2702; 133,5293

95% HPD veér. interval
MCMC odhad

- = - =

(
(
(87,9641; 109,8253
(88,8421; 110,7950

( )
( )
(116,2231; 132,6190)
(114,8493; 132,0199)
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Priklad: Vazeni lehkych objektU

Aposteriorni inference pro 8 (B=100, M=1000)

Single site Gibbsuv algoritmus

B B2
Aposter. stiedni hodnota 98,8947 124,4211
MCMC odhad 98,8051 124,4914
MC chyba (naivni) 0,1729 0,1302
MC chyba 0,2535 0,2015
Aposter. median 98,8947 124,4211
MCMC odhad 98,9217 124,3193

95% ET vér. interval

87,9641; 109,8253

116,2231; 132,6190

( ) )
MCMC odhad (87,4650; 109,2495) (116,3649; 133,4410)
95% HPD veér. interval (87,9641; 109,8253) (116,2231; 132,6190)
MCMC odhad (87,8757; 109,4290) (117,1579; 133,9186)
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Oddil 5.5
Metropolistiv-Hastingsuv algoritmus
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Metropolisiv-Hastingsuv algoritmus

e Metropolis, N., Rosenbluth, A. W., Rosenbluth, M. N., and Teller, A. H.
(1953). Equations of state calculations by fast computing machines. Jour-
nal of Chemical Physics, 21, 1087—-1091.

@ Aplikace ve statistické fyzice.
e Hastings, W. K. (1970). Monte Carlo sampling methods using Markov
chains and their applications. Biometrika, 57(1), 97—109.

® Zobecnéni algoritmu.
o UvaZeni téz Cisté statistickych problémd.
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Metropolisiv-Hastingsuv algoritmus
Predpoklady

Predpoklady:
e Parametricky prostor ©

e Cilové (stacionarni) rozdéleni je f(d@) a mé hustotu f(8) vzhledem k o-
kone¢né mife A s A\(©) > 0.

e O={60:1(6)>0}
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Metropolisiv-Hastingsuv algoritmus
Algoritmus
Algoritmus:

1. Zvol pocateéni stav 6©), poloz m = 0.

2. Generuj navrh 9 z rozdéleni q(6'™, dv) s hustotou g(6'™, v) (vzhle-
dem k o-konecné mire )\).

Spocti pravdépodobnost pfijeti navrhu (proposal acceptance probabil-
ity)

i { f(v)a(y. 6™)
. ,

1 ro f(6'™) q(6'™, v) > 0,
0™) q(0™ ) } pro f( ) a( )
1 jinak.

4. Generuj U ~U(0, 1)

0'™ jestlize U > a(8'™, o).
5. Zvétsi m o jedniCku a jdi na 2. krok algoritmu.
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Metropolisiv-Hastingsuv algoritmus

Poznamky

Poznamky:
e Pro aplikaci MH algoritmu neni potfeba znat normujici konstantu cilové
hustoty f(0).

@ |dealni pro pouziti v bayesovske statistice.

e Navrhova hustota g(0, ) mize byt libovolna.
@ Nevhodnd volba q(0, v) vSak vede k vysoké autokorelaci a s tim spojené
neefektivité.
e P¥ili§ “ambiciézni” q(0, 1) vede k malym pravdépodobnostem pfijeti navrhu
a fetézec pak dlouho setrvava v jednom stavu
b \ysoka autokorelace.

e Prili§ “opatrné” g(0, v) vede sice k vysokym pravdépodobnostem pfijeti
navrhu, ale fetézec se presouva jenom velice pomalu

- \ysokd autokorelace.

e Optimalni proporce pfijatych navrhi (acceptance rate) zavisi na konkrétni
situaci.
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Metropolisiv-Hastingsuv algoritmus
Poznamky

e Symetrickd navrhova hustota, tj. q(0, ) = q(¢», 8) VO, ¢ € ©
- Metropolistv algoritmus.

e Hlavni ¢ast pravdépodobnosti pfijeti

wH o™ g — [(#) A, o)
O )= ) 6™ )

obvykle poc¢itame v logaritmickém méfitku, tj.
log{ (0™, )} = log{f(4)} + log{q(w, 6'™)}
— log{(6'™)} — log{q(6'™, ¥)}

m vyhneme se mnoha numerickym obtiZzim pfi pogitani s &isly, jez mohou
byt blizka nule.
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Metropolisiv-Hastingsuv algoritmus

Navrhové rozdéleni

Mozné volby navrhovych rozdéleni (proposal distribution)

e Nezavisly vybér (independent sampler)

q(0,v)=q(y) VOeO.

® Qo : néjaka hustota vzhledem k o-kone¢né mife \ s nosi¢em na ©.

® Navrhova hustota nezavisi na sou¢asném stavu.

).

@ |dealni stav: go(v) = f(v)
¥ generujeme primo nahodny vybér z cilového rozdéleni f(d#).
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Metropolisiv-Hastingsuv algoritmus

Navrhové rozdéleni

Mozné volby navrhovych rozdéleni (proposal distribution)

e Nahodna prochazka (random walk)

q(0,v)=qo(p —0) VO €O.

® Qo : néjaka hustota vzhledem k o-kone¢né mife X s nosi¢em na ©.

® Navrh: ¢ = 0 + Z, kde Z ma hustotu qo.

e Casta volba: go = (vicerozmérné) normalni, respektive t-rozdéleni s nulovou
stfedni hodnotou a obvykle diagonalni varianéni/méfitkovou matici.

b Potteba vhodné zvolit rozptyly.

@ Je-li o symetricka (tj. qo(z) = qo(—2)), potom g(8, ¥) = q(+, 6) a pfi pocitani
pravdépodobnosti pfijeti nemusime vlbec pocitat hodnoty hustoty qo (resp.
navrhové hustoty q).
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Metropolisiv-Hastingsuv algoritmus
Stacionarni rozdéleni

Véta 5.6

Rozdéleni f(dO) je staciondrnim rozdélenim markovského Fetézce gen-
erovaného Metropolisovym-Hastingsovym algoritmem.

Dikaz. Viz prednaska NMTP539 Metody Markov Chain Monte Carlo.
d

e Pokud bude existovat limitni rozdéleni, musi se jednat o rozdéleni sta-
cionarni a tedy cilove f(de).
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Metropolisiv-Hastingsuv algoritmus
Existence limitniho rozdéleni, ergodicita

e Pro diikaz ergodicity (existence limitniho rozdéleni) je potfeba utinit néko-
lik pfedpokladd o navrhové hustoté q.

e Ergodicita je napf, zajisténa v pripade, kdy

q(8, ¥) = (v - 0), Qo(2) = qo(—2)

(symetricka nahodna prochazka)

a go(z) > 0 pro vechna RY (napf. vicerozmérné normalni nebo t-
rozdéleni).

e Podrobnosti viz pfednaska NMTP539.
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Oddil 5.6
Hybridni algoritmy
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Hybridni algoritmy

V Bayesovskych aplikacich jsme obvykle v nasleduijici situaci.
T
e0=T1",0,0=(0{,....0]) .

e Cilové (stacionarni) rozdéleni je f(d@) a méa hustotu f(8) vzhledem
k soucinové mife A1 @ - - - ® A, pfitemz \; je o-kone¢na mira s \j(©;) > 0
(i=1,...,K).

e ©0=1{6:16)>0}.

® Jsme schopni snadno vyjadfit vSechna pIné podminéna rozdéleni
f(d6;| 0_;) az na multiplikativni konstantu, tj. vime, ze pro hustoty plati

(0,10 x 1*(6:]0..).

pricemz funkci f*(-| 6_;) jsme schopni vyjadfit analyticky.
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Hybridni algoritmy

e Markovsky fetézec se stacionarnim rozdélenim f(d@) lze sestavit tak,
Ze jako zaklad vezmeme Gibbslv algoritmus a v pfipadé, ze pro né-
jaké i nejsme schopni (snadno) generovat z plné podminéného rozdéleni
f(de; | 6_;), generujeme 6; pomoci Metropolisova-Hastingsova algoritmu

" Metropolis within Gibbs algorithm.

e Celkova prechodova hustota je soucinem prechodovych hustot pro Gibb-
sllv, resp. Metropolistiv-Hastings(v algoritmus.

e K tomu, aby celkovd procedura vedla k ergodickému fetézci
s pozadovanym limitnim rozdélenim f(d@) staCi, aby prechodova
hustota v kazdém kroku vedla k ergodickému fetézci s pozadovanym
limitnim rozdélenim.
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Hybridni algoritmy

Neékteré dalSi metody pro generovani z plné podminénych rozdéleni

e Adaptive rejection sampling (ARS)

@ Gilks, W. R. and Wild, P. (1992). Adaptive rejection sampling for Gibbs sampling.
Applied Statistics, 41, 337—-348.

@ Potfeba, aby hustota, z které chceme generovat byla log-konkavni.
b Pomérné asty pripad, viz rozdéleni z exponencialni tfidy rozdéleni.
e Adaptive rejection Metropolis sampling (ARMS)

o Gilks, W. R., Best, N. G., and Tan, K. K. C. (1995). Adaptive rejection Metropolis
sampling within Gibbs sampling. Applied Statistics, 44, 455-472.

® Zobecnéni ARS metody na situace, kdy hustota, z které generujeme neni log-
konkavni.

e Slice sampling

@ Neal, R. M. (2003). Slice sampling (with Discussion). The Annals of Statistics,
31, 705-767.

e Efektivni v pfipadé, Ze hustota, z které generujeme je unimodaini.
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Priklad: Linearni model s neinformativnim apriornim rozdélenim

Linearni model

Y =XB+e¢, X:pevnamatice nx k,
e ~ Np(0, &°l,).

e Parametry: 8 = (3", T)T, kde T =0"2>0.
e Vérohodnost: Y ~ Np(XB, 77 1,).
e Neinformativni apriorni rozdéleni:

p(B) x1,  BeRK

]
P~ 7>0.
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Priklad: Linearni model s neinformativnim apriornim rozdélenim
Vérohodnost

e Oznaéme: b= (XTX) 'XTy,
sS. - |ly —xb|".
e Vérohodnost:

L(6) =p(y[B, 7)
= (271-)*57 72 exp {—;{Sse + (5 - b)TXTX(ﬁ - b) }}

T

= @n)~frf exp{—Z |y - x8[°}.
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Priklad: Linearni model s neinformativnim apriornim rozdélenim

Aposteriorni rozdéleni

e Bylo odvozeno:

p(B, Tly)=pB|7,y) x p(T|y),

-k S

P87, y) ~ Ni(b, 7 (x7x) 7).

kde p(T\y)~Q(

e Dale bylo odvozeno: p(3|y) ~ MVTx » « (b, %(XTX)_1)
e Pomoci algoritmu Metropolis within Gibbs algoritmu sestrojime markovsky
fetézec, ktery bude mit rozdéleni p(3, 7| y) jako stacionarni i limitni.
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Priklad: Linearni model s neinformativnim apriornim rozdélenim

PIné podminéna rozdéleni

P3| -) = p(BIm, ¥) ~ Nic(b, 7 (%) "),

2
ptr ) =pir1 8,y ~ o 5 00,
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Priklad: Linearni model s neinformativnim apriornim rozdélenim
Metropolis within Gibbs algoritmus

® Regresni parametry 3 budeme generovat pomoci symetrické nahodné
prochazky s navrhovou hustotou
a(B1, B2) = qQo(B> — By),
kde Qo ~ /\/k(O, ]D)pmp), Dprop = diag(dﬁpmp, ey ds,prop)'
e V kroku m + 1 algoritmu navrhneme B,,, vygenerované z rozdéleni

Ni(B™, Dprop).-

e Hlavni ¢ast pravdépodobnosti pfijeteti navrhu je

p(ﬁprop | T ) q(ﬁprom B(m)) o p(ﬂprop | T )

*5(m)75ro = m = m
o prp) P(B™ ] -)q(B™, Bpop)  PB™ | --)

~(m)

= 00| =T { (B~ b) KT K(Bpopb) — (87~ ) %7 x(87b) } .
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Priklad: Vazeni lehkych objektu

Metropolis within Gibbs algoritmus

e Budou &tyfi ukazky vygenerované pfi pouziti rliznych varianénich matic
v navrhové normaini hustoté.

1. Dprop = diag(1, 1)

" proporce pfijatych navrhi 0,87.
2. Dprop = diag(5?, 52)

" proporce pfijatych navrhi 0,47.
3. Dprop = diag(102, 102)

- proporce pfijatych navrhi 0,22.
4. Dprp = diag(302, 30%)

" proporce pfijatych navrhi 0,04.
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Priklad: Vazeni lehkych objektu

Metropolis within Gibbs algoritmus: Generované hodnoty 51 (B=100, M=1000)

Sm. odch. =1 Sm. odch. =5
9 9
S S
2 2
g 3
E S
& &
s s
8 8
3 3
8 8
T T T T T 1 T T T T T 1
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
Iterations erations,
Sm. odch. = 10 Sm. odch. = 30
9 9
8 8
S S
il il
2 2
E S
& &
8 8
3 3
8 8
T T T T T 1 T T T T T 1
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
erations terations
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Priklad: Vazeni lehkych objektu

Metropolis within Gibbs algoritmus: Generované hodnoty 5, (B=100, M=1 000)

Sm. odch. =1 Sm. odch. =5

B2
110 115 120 125 130 135 140

110 115 120 125 130 135 140

T T T T T T T T 1
200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

0
Iterations terations
Sm. odch. =10 Sm. odch. = 30

B2
110 115 120 125 130 135 140
110 115 120 125 130 135 140

T T T T T T T T 1
200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

°

lterations lterations
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Priklad: Vazeni lehkych objektu

Metropolis within Gibbs algoritmus: Generované hodnoty 3 (iterace 101 — 1 100)

Sm. odch. =1 Sm. odch. =5

110 115 120 125 130 135
110 115 120 125 130 135

80

110 115 120 125 130 135
110 115 120 125 130 135

80
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Priklad: Vazeni lehkych objektu

Metropolis within Gibbs algoritmus: Odhady autokorela¢nich funkci pro 81 (B=100,
M=1000)

Sm. odch. =1 Sm. odch. =5

O ||
o |||I|||II|-..,””””

B

Autocorrelation

-05

4 5 10 15 20 2 30 4 5 10 15 20 25 30
Lag Lag
Sm. odch. =10 Sm. odch. = 30

3
2 ||||||||IIII|||II|--....

=

Autocorrelation

ag Lag
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Priklad: Vazeni lehkych objektu
Metropolis within Gibbs algoritmus: Odhady autokorelacnich funkci pro 8. (B=100,
M=1000)

Sm. odch. =1 Sm. odch. =5
° o
£ I
v
e
g
2
S
T
° °
T T T T T T 1 T T T T T T 1
4 5 10 15 20 2 30 4 5 10 15 20 25 30
Lag Lag
Sm. odch. =10 Sm. odch. = 30

g
2 ||||||IIII““|||III|||---

=

Autocorrelation

ag Lag
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Priklad: Vazeni lehkych objektu

Metropolis within Gibbs algoritmus: Odhady aposteriornich hustot pro 31 (B=100,
M=1000)

Smer. odch. = 1 Smer. odch. =5

Aposteriomi hustota

000 002 004 006 008 0.10
Aposteriomi hustota
000 002 004 006 008 0.10

Smer. odch. = 10

Aposteriomi hustota

000 002 004 006 008 0.10
Aposteriomi hustota
000 002 004 006 008 0.10

80 90 100 110 120 80 90 100 110 120
Bl Bl
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Priklad: Vazeni lehkych objektu

Metropolis within Gibbs algoritmus: Odhady aposteriornich hustot pro 3. (B=100,
M=1000)

Smer. odch. = 1 Smer. odch. =5

Aposteriomi hustota

000 002 004 006 008 0.10
Aposteriomi hustota
000 002 004 006 008 0.10

Aposteriomi hustota

000 002 004 006 008 0.10
Aposteriomi hustota
000 002 004 006 008 0.10

100 110 120 130 140 150 100 110 120 130 140 150
Bl Bl
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6. Bayesovské rozsifovani dat 1. Uvod



RozSifovani dat (data augmentation)

® V bayesovské statistice potfebujeme typicky generovat z aposteriorniho
rozdéleni s hustotou

obs( ) P(6)
f@ obs )p(e)d)‘(e)

vzhledem k o-konecné mife A kde
® Lops(0) =p(y|60): vérohodnost (pozorovanych dat)

p(oly) =

o Lops(0) p(0)

e p(0): apriorni rozdéleni
e Pro pouziti MCMC metod obvykle:
@ neni potfeba znat normuijici konstantu / Lobs(0) p(0)dA(0);
©

@ je vSak vhodné a vyhodné, aby vyraz L.s(0) p(0) byl snadno spocitatelny pro
libovolné 0 € ©.

e Casto se véak stava, ze zejména Lyps(0) neni jednoduchého tvaru.

e nejcastéjsi komplikace: pfi vyjadfovani Lyps(6) je nutné integrovat.
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Pfiklad 1: Linearni smiSeny model

Model (proi=1,...,N)
® Y, |b; nezavislé s rozdélenim N, (X;3 + Z;b;, o21,,)
® b;i.i.d. s rozdélenim Ny(p, D)

Parametry
© 0= (8", u", 0% vec(D))"

Vérohodnost (pozorovanych dat)
N N
Los(8) = ply 16) = [T p(yi0) = I[ | (v b1, 0) plts )b
i=1 i=1

N
11/ etyi1%8 + Zibi. o) (b | 1. D)l
i=1 /RY
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Priklad 2: Logisticka regrese s normalné rozdélenymi nahodnymi
efekty

Model (j=1,...,nprokazdéi=1,... N)
® Y| bi nezavislé s rozdélenim A(7;), kde m; =

e b;i.i.d. s rozdélenim N (u, d?).

e’
1+ebi
Parametry

° 0= (ud?)".

Vérohodnost (pozorovanych dat)

N N n;
Lobs(0) = p(y |8) = [[ p(y;10) =[] /R [1pWij| bi, 8) p(bi| 6)dbi
i=1 i=1 7R j=1
N Z"/ - n;
= H/ I (= m) "3 (b |, o) dlby
i=1 /R

N eb, ZL Vi )
11 [ {sgoys #0118
i=1
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Priklad 3: Vysledky prijimacich zkousek

e V roce 1999 poradala jista (pravnicka) fakulta jedné ¢eské VS (nebylo to
v Plzni) 11 fadnych a jeden nahradni termin (termin ¢. 12) pfijimacek.

e® Nékdo si povSimnul, Zze u 12. nahradniho terminu byla proporce pfijatych
studentl mnohem vy$Si nez u vSech pfedchozich termind.

e Chytfi studenti se hromadné omlouvali z fadného terminu pfiji-
macek a prisli az na ten nahradni?
e Vyrazné vice stimulujici ovzdusi v uéebnach béhem 12. terminu?
e Zazrak?
e Ukazalo, Ze zadani otazek pro 12. termin pfijimacek zahadné uniklo
(z uzamceného trezoru) a bylo (v ur&itych kruzich) ke koupi jiz pred
konanim tohoto terminu.

e Cela udalost byla dle tehdejsiho rektora dané VS i dékana dotéené fakulty
dilem gangsterské mafie stojici mimo fakultu.
Viz http://www.cibulka.com/nnoviny/nn2000/nn1900/obsah/05.htm.
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Priklad 3: Vysledky prijimacich zkousek

Terminy €. 1-11

Historie Jazyk
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o
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Priklad 3: Vysledky prijimacich zkousek

Termin €. 12

Historie Jazyk Logika
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Priklad 3: Vysledky prijimacich zkousek

Mozny model pro vysledky terminu €. 12

Mozny model (proi=1,...,N)
oY = (Y,-m Yio2, Y,"3)T : bodové zisky itého studenta u jednotlivych Casti
zkous$ky.
e Studenti pochazeji ze dvou populaci:
1. bézni studenti (proporce wy);
2. studenti napojeni na gangsterskou mafii (proporce ws, wy + we = 1).
e Budeme predpokladat, Ze (sdruzené) rozdéleni bodovych ziskl je v kazdé

populaci normalni se stfedni hodnotou g4, resp. u, a variancni matici x4,
resp. .

= Rozdéleni Y;: smés normalnich rozdéleni s hustotou

Py 10) = wio(y;| e, Zq) + wao(Y;| o, X2)
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Priklad 3: Vysledky prijimacich zkousek

Mozny model pro vysledky terminu €. 12

e Potfeba odhadnout:
e vahy (proporce) wy, wa,

e stfedni hodnoty w4, po,

@ varian¢ni matice X1, Xo.
w9 = (Wi, wa, p], pg, vec(Ey), vec(E)) '
Vérohodnost (pozorovanych dat)

N

N 2
Ls(6) = ply |0) = [[ p(, 1 0) H{Zwksoy,mk, =0},

i=1 k=1
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RozSifovani dat (data augmentation)

e Vidéli jsme, Ze pozorovana vérohodnost Lops(0) = p(y |0) (ktera tvofi
zaklad aposteriorni hustoty p(€|y) o« Lops(0) p(8)) neni vzdy snadno
vyjadfitelna jako soucin “péknych” funkci.

e Nékdy neni Lyps(0) dokonce ani analyticky vyjadfitelna:
@ logisticka regrese s nahodnymi efekty,

@ zobecnéné linearni smisené modely (GLMM).

e Nicméné Casto se “vérohodnost” vyrazné zjednodusi, jestlize budeme
uvazovat vice parametru:

® oznacme je 1;

@ “vérohodnost” je pak Laugm(vp, 8) = p(y | ¢, 0);

® Lagm(v, 6) budeme nazyvat rozsitena vérohodnost
(augmented likelihood).
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RozSifovani dat (data augmentation)
Principy

e Paramery v maji ¢asto vyznam nepozorovatelnych (resp. pouze nepfimo
pozorovatelnych) dat.

@ odsud termin rozsifovani dat (data augmentation);

e termin pochazi z ¢lanku Tanner, M. A. and Wong, W. H. (1987). The calcula-
tion of posterior distributions by data augmentation. Journal of the American
Statistical Association, 82(398), 528—550.

® Y : pozorovana/pozorovatelna data (observed data).
® (y, v) : Uplnd/rozSifend data (complete data).
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RozSifovani dat (data augmentation)

Principy

® Primarné nas zajima p(6|y) o« p(y | 6) p(0),
——

Lobs(g)

kde p(y | 8) = Lops(0) plyne z pfedpokiadaného (ne nutné hierarchického)
modelu.

e Reknéme, Ze pro vhodné ¢ se se sdruzenou hustotou

p(y, 01y) o p(yl, 0)p(tp, 0) = p(y|p, 0) p(v|0)p(0)
Laugm(ﬂ’a 0)

mnohem |épe pracuje.

® Lagm(p, 6): model (vérohodnost) pro pozorovana data, jestlize na doplnéna
data pohlizime jako na dal§i parametry modelu.

® p(v|0): model (vérohodnost) pro doplnéné data.
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RozSifovani dat (data augmentation)

Principy

e Reknéme, Ze zajistime, aby platilo
p(e1y) = [ ptw. 61y)dN®)

tj., aby p(@ | y) bylo marginalni hustotou rozdéleni 8 | Y = y odpovidajici
sdruzenému rozdéleni (v, 6)| Y = y.
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RozSifovani dat (data augmentation)

Principy

e Provadime-li posteriorni inferenci na zakladé simulace, vygenerujeme
nahodny vybér/markovsky fetézec

Sy, 0).m = {(1!7(1), M), ..., (™M, 9(/\/’))}

s limitnim rozdélenim majicim hustotu p(«, 6 |y).

e Jestlize p(6]y) je marginalni hustotou odpovidajici sdruzené hustoté
p(z, 8]y), potom

je nadhodny vybér/markovsky fetézec s limitnim rozdélenim majicim hus-
totu p(@ |y).
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RozSifovani dat (data augmentation)

Principy
e Mame:  p(6]y) o Lobs(6)p(6),
P, 0y) o< Laugn(¥, 0)p(4|0)p(6).

® Lops(0) plyne z predpokladaného modelu pro pozorovand data.
® Lagm(v, 8) p(v|0) plyne z uvazovaného rozsifovani dat.

o Laugm(v, 6): model (vérohodnost) pro pozorovana data, jestlize na do-
plnéna data pohlizime jako na dal$i parametry modelu.

e p(¢|0): model (vérohodnost) pro doplnéné data.

e Rozsifovani je potfeba udélat tak, aby p(@|y) bylo marginalni hustotou
odpovidajici sdruzené hustoté p(v, 0| y).

e Rozsifovani je tedy potfeba udélat tak, aby

Los(0) | Lasgn( 0) plat | 0)e\(®)
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RozSifovani dat (data augmentation)
Principy

e Ktomu, aby p(6 | y) bylo marginalni hustotou odpovidajici sdruzené hus-
toté p(v, 0| y) staci, aby platilo

Lobs(0) = p(y | 0)

x [ Py 1. 0)p( [0)aN®) = | Lugn(®. 6) plss | 8)0A(w).

e Vyraz
p(y v, 0)p(|0) = Laugm(vp, 6) p(¢ | 6)

je roven p(y, 1| 6) a Ize ho tedy interpretovat jako vérohodnost, jestlize
bychom pozorovali Gplna data.

® Leompi(0) := Laugm(v, 0) p(¢ | 6)
= vérohodnost Uplnych dat.
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RozSifovani dat (data augmentation)
Principy

e Ktomu, aby p(@ | y) bylo marginalni hustotou odpovidajici sdruzené hus-
toté p(v, 0 |y) tedy staci specifikovat (rozsiteny) model zahrnujici nepo-
zorovana data 1 tak, aby si odpovidaly jednotlivé vérohodnosti.

"> Pfirozené zajisténo v pfipadé hierarchickych modelt, kde rozsitena data
1 maji typicky presné danou roli v popisu pravdépodobnostniho mecha-
nizmu, o kterém predpokladame, Ze generuje pozorovana data y.

Specifikace hierarchického modelu:
1. Laugm(®, 0) = p(y | v, 0): 1. hierarchickd uroven

(model pro pozorovana data za podminky nepozorovanych dat).
2. p(p|6): 2. hierarchicka Uroven (model pro nepozorovana data).

3. Lops(8) (marginalni model pro pozorovana data)

“dOpOGItAVA” S€ jakO Lobs(6) = / Laugn(t, 8) p(w | 0)dA().
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RozSifovani dat (data augmentation)

Shrnuti terminologie

Data, parametry
® y : pozorovana data;

e 0 : (frekventistické) parametry
@ inference o nich je nasim primarnim cilem;

® 1) : nepozorovana (pouze nepfimo pozorovand) data, dodateéné parametry.

Vérohodnosti
® Lops(0) = p(y|0) : vérohodnost pozorovanych dat;

® Laygm(ep, 0) = p(y |+, 0) : roz8ifena vérohodnost pozorov. dat;
® p(y | 0): vérohodnost doplnénych dat;

® Lcompl(e) = P(lﬁ, Y| 9) = Laugm('d% 9) p(d’ ‘ 0) :
veérohodnost Uplnych dat.

e Jednotlivé vérohodnosti potfeba specifikovat tak, aby
Lots(60) = [ Laugr(t6, 6) p(w| )N,
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Pfiklad 1: Linearni smiSeny model

Model (proi=1,...,N)
® Y, |b; nezavislé s rozdélenim N, (X;3 + Z;b;, o°1,,),

® b;i.i.d. s rozdélenim Ny(u, D).

Parametry

©0=(8",uT, 02 vec(D))

Nepfimo pozorovatelna (doplnéna) data
o= (b, .. b
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Pfiklad 1: Linearni smiSeny model

Vérohodnost pozorovanych dat

N
Loss(8) = I[ [ 0,158 + b, o*1) (b | 1. D)l
i=1 7/ R9

:/Rq.../Rq{ﬁso(yflx,-mz,-b,-, gzln,)} {ﬁw(b,ﬂ, D)} db; ...

Rozsifena vérohodnost

N
Laugm(®, 6) = H‘P(yi |XiB + Zibj, Uzlni)'

i=1

Vérohodnost doplnénych dat

N
p(¥10) = [ o(bi | 1, D).
i=1

dby.
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Priklad 2: Logisticka regrese s normalné rozdélenymi nahodnymi
efekty

Model (j=1,...,nprokazdéi=1,... N)
® Y| bi nezévislé s rozdélenim A(;), kde m; =

e b;i.i.d. s rozdélenim N (u, d?).

_ef
1+eb,- ]

Parametry
® 0= (ud? .

Nepfimo pozorovatelna (doplnéna) data
® Y= (b1,..., bN)T.
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Priklad 2: Logisticka regrese s normalné rozdélenymi nahodnymi
efekty

Vérohodnost pozorovanych dat

/1y’/

obs H/ (1+ebl l bl|,U7 )dbi

/ /{ ]e;yn/} {H‘P bi |, d }db1 . dby.

Rozsifena vérohodnost

N bj Zﬁi‘ Yij
e j=171:1
Laugm(®, 0) = [ | A +ebyn
i=1
Vérohodnost doplnénych dat
¥[0) = Hso bi| ., d?).
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Pfiklad 3: Normalni smésovy model (K > 1 skupin)

Model (i=1,...,N)
e Y, ii.d. se smésovym rozdélenim s hustotou

K
p(y;|0) = Z Wk e(¥i | ks k)

k=1

Parametry
® 0 = W:IL17"'7IJ’K:Z17""ZK
w=(w,..., WK)T,O<W;<<1,Zf:1 wi =1

Nepfimo pozorovatelna (doplnéna) data
® ?77?
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Pfiklad 3: Normalni smésovy model

Vérohodnost pozorovanych dat

N K
Lobs(0) = H{Z e(¥il ik Zk) Wk}~

i=1 ~k=1

Rozsifena vérohodnost

N
Laugm("/’a 0) = H‘P(yi | MKz, xz).

i=1

Vérohodnost doplnénych dat

N N K
ot 1)~ T we = [T T i

i=1 k=1
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Pfiklad 3: Normalni smésovy model

e Téz nyni plati, ze

Lobs(6 / Laugm(t, 0)p(1 | 0)dA(1).

® ) je nyni soucinova ¢itaci mira na {1,..., K}N a tedy

/ Lavgm(t. 0)p(% | 0)dA ()
N N

S ..é{nw(y,uzw z) HI1PZ =219}

Z4 =1 N= i=1 i=1
Wy,

K

- ﬂ{z A 1z, e |

i=1 N z=1
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RozSifovani dat (data augmentation)
Poznamky

® Ani rozSifovani dat neni Uplné bez komplikaci

e ZvétSujeme (Casto pomérné vyrazne) dimenzi parametrického prostoru.

® Generujeme-li z aposteriorniho rozdéleni pomoci MCMC, miize byt pomérné

obtizné sestrojit markovsky fetézec s nizkou autokorelaci a rychle konverguijici
k limitnimu rozdéleni.

e Pfi pouziti rozSifovani dat

pracujeme primarné s aposteriornim
rozdélenim

p(t, 01y) o Laugm(v, 8) p(v | 8) p(0).

@ Téz zde Ize apriorni rozdéleni p(@) specifikovat hierarchicky za pomoci nahod-
nych hyperparametrt ¢ s apriorni hustotou p(¢).

e Fakticky potom pracujeme s aposteriornim rozdélenim

p(, 0, C|y) o Laugm(vp, ) p(ep | 8) p(€ | ) p(C)-
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RozSifovani dat (data augmentation)
DalSi oblasti vyuziti

e Modely pro cenzorovana data:

® nejenom neinformativni, ale téZ informativni cenzorovani.

e A mnohé jiné...
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Oddil 7.1
Bayes factor
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Bayesian model

Bayesian model
Data: Y,

Likelihood: p(y|0)=L(6), 6c©CRP,
Prior distribution:  p(8).
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Integrated (marginal) likelihood

Definice 7.1 Integrated (marginal) likelihood.

Marginal density of Y following from the joint distribution of (Y, 0) is called the
integrated (marginal) likelihood, i.e.,

p(y) = /e p(y, 6)d6 = /e p(y|6) p(6)de.
L()

Remarks
e Marginal likelihood is a likelihood of the model where the values of the

unknown parameters are averaged over their prior distribution.
e It is also the denominator from the Bayes theorem.
e Also reported as model evidence.
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Model selection

e Interest in selecting a model from a set of candidate models My, ..., M,.

e Model My, k=1,...,r:
Likelihood: ok(y | 0k) = L(BK), Ok € O C RPx,
Prior distribution: P (0k),

Integrated likelihood: pk(y):/pk(y|9k)pk(9k)d0k.
e

e Integrated likelihood pk(y) can also be intepreted as distribution of data
under validity of model My:

pe(¥) =p(yMy), k=1,...,r.
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Model selection
e Let P(My),...,P(M,) be the prior probabilities of models My, . ..

,MkZ

r
0<PM) <1, k=1,....r > P(My)=1.
k=1

@ For example (but not necessarily): P(My) = 17 k=1,...,r.

e Model selection in Bayesian context can be based on posterior probabili-

ties of models My, ..., M;:

_ Py M) P(Mx) _
P(Mk‘y)iZ,;p(y\M,)P(M,)’ k=1,...,r.

@ Choose model with the maximal posterior probability.

e “Small” complication: Integrated likelihood px(y) = p(¥|Mk) must be

calculated for each model which requires calculation of (usually compli-
cated/intractable) integral.
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Bayes factor

Definice 7.2 Bayes factor.

Bayes factor of the two models My and M; is defined as the odds of the two
integrated likelihoods, i.e.,
(Y [Me) _ ply)

N_ P
BF(Me M) =5y Tv) = o0

Remarks
e Bayes factor measures the evidence for model My versus model M;.

e Posterior odds of model Mk versus model M;:

P(Mc|y) _ p(y|My)P(Mk) P(M)
= = = BF(Mg, M;
PVTY) — ey IMpPy) o e M) By
N——"
prior odds(My, M;)
e With the uniform prior distribution for the competing models:

posterior odds(Mk, M;) = BF (Mg, M;).
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Bayes factor

Jeffreys’ scale of evidence for Bayes factor

Bayes factor(My, M;) Interpretation
BF(Mk, M;) < 1 Negative support for My
1 <BF(Mg, M) <3 Barely worth mentioning evidence for My

3 < BF (Mg, M)) < 10 Substantial evidence for My
10 < BF(Mg, M;) <30  Strong evidence for M

30 < BF(Mg, M;) < 100 Very strong evidence for My
100 < BF(Mk, M) Decisive evidence for My
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Bayes factor

Problems with Bayes factor

e The integrated likelihoods pk(y) which enter the Bayes factor are, in fact,
the means (expected values) of the likelihood (under model M) with re-
spect to the prior distribution (under model My).

® pi(y) is not well defined when the prior distribution px(6) is improper.

e Bayes factor is numerically unstable when proper but diffuse (weakly in-
formative) prior distributions used.

e There exist numerous approaches that were suggested in the literature to
overcome above problems.
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Bayes factor

Further reading
e Robert E. Kass, Adrian E. Raftery (1995). Bayes factors. Journal of the
American Statistical Association. 90(430), 773—795.

e Tomohiro Ando (2010). Bayesian Model Selection and Statistical Model-
ing. Boca Raton: Chapman & Hall/CRC. ISBN 978-1-4398-3614-9.
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Bayesian model

Bayesian model
Data: Y,

Likelihood: p(y|0)=L(6), 6c©CRP,
Prior distribution:  p(8).
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Posterior predictive distribution

e Let Y, be the random vector generated according to the same proba-
bilistic mechanism as the data random vector Y.

e In a Bayesian setting, it will always be assumed that Y and Y ., are
(conditionally) independent given 6.
® Y., = new (replicated) data.

Definice 7.3 Posterior predictive distribution.

Posterior distribution of the random vector Y pew, i.€., P(¥ew | V), is called the
posterior predictive distribution.

We have

P e | V) = /@ PV o 0] ¥)d6 = /e DY e | 6. )8 )30

— [ 2o 16)P(6] y)ce.
O N—r—
Lnew(e)
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Posterior predictive distribution versus integrated likelihood

Integrated likelihood
p(y) = [ L) p(0)d0
= Distribution of data when the unknown parameters are averaged
over their prior distribution.

m Evidence of the model before unknown parameters being esti-
mated.

Posterior predictive distribution
PV 1¥) = [ Loea(0) p(0] y) 0

= Distribution of (new) data when the unknown parameters are aver-
aged over their posterior distribution.

- Evidence of the model after using the data Y for inference on un-
known 6.
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Kullback-Leibler distance and deviance of
the model
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Kullback-Leibler distance and deviance of the model

Scetch of a theory will follow now which explains why the

likelihood (or some of its derivatives) of the model can be
considered as evidence of that model.
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Kullback-Leibler distance

Definice 7.4 Kullback-Leibler distance.

Let @; and Q. be two distributions with densities g; and g, (with respect to
some o-finite measure). The Kullback-Leibler distance (divergence) of Q, from
Qy is defined as

KL(Q2, Q1) = Eq, log{<71 } /Q1 (¥) Iog{ 21%}

v

e We have: KL(Qz, Q1) = Eq, log{q:(Y)} — Eq, log{qz(Y)}.
e Can also be shown: KL(Q, Q;) >0
KL(Q2, Q2) =0.
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Kullback-Leibler distance

In context of statistical modelling
e Let Q (with a density q) be the true (unknown) distribution of data Y.

® L(0) = p(-]0): likelihood (model) for data (which possibly depends on
a parameter vector 6).

Then

KL(L(B), Q) = Eqlog{q(Y)} —Eqlog{p(Y|6)}.

const for all models

e Up to an additive constant, the term —Eqlog{p(Y |6)} is the Kullback-
Leibler distance of the used model from the truth.
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Deviance of a model

Definice 7.5 Deviance of a model.

For given model with the likelihood L(8) = p(y | ), a quantity
D(6; y) = —2 log{p(y |0)} = —2 log{L(0)}

is called the deviance of the model.

Remarks
e If Qis the true (unknown) distribution of data Y, we have

2KL(L(6), Q) =Eq{D(6; Y)} + const.

e Factor 2 in the definition of the deviance is used to get direct link to the
statistic of the likelihood-ratio test.

® Deviance: suitable measure of the model quality (small deviance = better
model).
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Deviance of a model

Typically
Data: Y=(Y{, ...y,

Model (likelihood): L(8) = p(y|8) = Hp, yi|0) = HL,-(B)

Yi,..., Y, (conditionally) independent glven 6.

Deviance

D(©: y) = —2 log{Hp,(y,- | 0)} — 2% log{pi(y:10)}
i=1

i=1

= i [—2 log{pi(y;| 9)}} :

Di(6; y:)
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Measures of predictive ability of the model

Our aim will now be to specify some criteria to evalu-
ate/measure the ability of the model to make accurate pre-
dictions of new (replicated) data.

Those criteria can then be used for model selection.
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Predictive validation

Statistical model .
(Observed) data: Y=(Y{,....Y)) .

(New, not yet observed) data:  Ynow = (Y pow.1s-- - Yoewn) -

Y and Y .. generated by the same probabilistic mechanism.

n
Model (likelihood):  L(6) = p(-|0) = [ pi(-|6).
Yi,..., Y0 Ynew, .., Ynewn (conditionally) independent given 6,

p(y|6) = Hp, (vi16).

P(Y new 10, ¥) = P(V new | 0) = Hpi(ynew.i 1 6).

i=1
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Predictive validation

Bayesian inference
Prior distribution:

p(6).
" |ntegrated likelihood: p(y) = / p(y|0)p(6)do
©

Evidence of the model before unknown parameters being esti-
mated.

Inference on unknown 6 based on the posterior distribution:

_ p(y[6)p(0)
ply)

b Posterior predictive distribution: p(¥ e, | ¥) = / P(Vrew | 0)p(0|y)do
e

Evidence of the model after the observed data Y = y used to
infer on unknown parameters 6.

p(€|y)
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Posterior predictive deviance

Posterior predictive distribution:

W e | V) = /@ P(Y e | 0)P(0 | ¥) 6 = /e T (Vran0)p(0 1) 0.

Definice 7.6 Posterior predictive deviance.

Quantity

Dpred = IEp(e ly) D(e; ynew) - /@ [72 lOg{p(yneW ‘ 0)}} p(@ ‘ _V) de
D(O; .Vnew)

will be called the posterior predictive deviance.

mb - Suitable measure of prediction error (loss of prediction) when predict-
ing Y new = ¥ e USING @ (Bayesian) model estimated using data Y = y.
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Posterior predictive deviance

Posterior predictive deviance
We have

n
bpred = IFJp(«‘) | y)D(a? ynew) = IEp(@ | y){z Di(e? ynew,i)}

i=1

n n
= ZE/J(H ly) D,'(O; ynew,i) = Z/@ [72 |Og{pi(ynew,i | 0)}} ,0(9 | y)d0.
i=1 — i=1

Dpred,i Di(07 ynew,i)

e To calculate ﬁp,ed in practice (to be able to use it for model selection), we
need the value of “new” data Y pew.
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Posterior predictive deviance and cross-validation

Posterior predictive deviance

n n
bprez:l = prred,i = ZEp(e ly) Di(ea ynew,i)‘

i=1 i=1

= Values of new data Y pew = ¥, Needed.
b Measure of the loss of prediction.

® Use cross-validation to estimate a value of each bp,edy,-, i=1,...,n:

—cv
Dpred.i = Dpreq.i = Epay_)Di(0, ¥;) = /@ Di(0, y;)p(@|y_;)de.
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Cross-validated posterior predictive deviance

Definice 7.7 Cross-validated posterior predictive deviance.

Quantity

prea—ZE ©01y_)DI0; ¥)

—=CV
pred,i

D

- ,2_1:/9 [_2 |0g{p,-(y,-|0)}} p(6|y_;)do
D/(@, yi)

will be called the cross-validated posterior predictive deviance.

b With MCMC based Bayesian inference, (relatively) easily estimable
if we have time to run the MCMC n-times (always with one obser-
vation left out).
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Posterior expected deviance

Definice 7.8 Posterior expected deviance.

Quantity

D= Eyo1 D(6: )= | [-2 1oa{ply |0)}] pl01y)do

D(6; y)

will be called the posterior expected deviance.

We have

n

D =Epg|y)D(6; ¥) = Epo1y) y_ Di(6: ¥))

i=1

- ;w - ;/e [_2 log{pi(y;| 9)}} p(6]y)ds.
Di Di(av yl)
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Cross-validation and posterior expected deviance

Posterior expected deviance

n n
D= Zb, = Z]Ep(g‘y)D,-(O, y,)
i=1

i=1

= Only the observed data Y = y needed.
mb With MCMC based Bayesian inference, (relatively) easily es-
timable.

mp Underestimates the cross-validated posterior predictive de-
viance which is

n
pred = Z Dpredl > Epoy_)Di(0. y)).

i=1
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Cross-validation and posterior expected deviance

Véta 7.1
Foralli=1,...,n

—CcV —

Dpred,i - D, Z O
Reminder

—CV
Dpreai = Epoy )Di(0, ¥;) = —2Epe |y ) log pi(y;190),

Di =Epo|y)Di(6, ¥i) = —2Epa|y) log pi(y;16).
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Cross-validation and posterior expected deviance

KLy = KL(p(0|y). p(O]y-))

= [ peiy-p el (;yy))}d"

y_i|0)p(@) p(y)
= [ pe1y-) '°{ (v10) ()p(yi)}d"

= [Pty el s s

. oo PY)
_ /e p@y_;) Iog{P/(}’i|9)}d9 + | g{p(y,-)}
1

= E]Ep(e‘yff) D/(@, _V,‘) + log{m}

e )
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Cross-validation and posterior expected deviance

KLz :=KL(p(6 |y ). (0Y))

= [ pe1y) '°g{p<e||yy))}d"

/p6|y {p(yl 6) p(6) f(y ,)}O“9

i10)p(6) p(y)
Pi .V,|9) p(y ’)
/pely { p(y) }de
) . oed PW)
4,/£;xe|y)lg{PKYJ9)}d9 'g{ﬁxyﬂ}

_;D,I%{iyg}

32 7. Bayesian Model Selection 4. Measures of predictive ability of the model



Cross-validation and posterior expected deviance

That is,
Dpreq.i — Di = 2 (KLy + KLp) > 0.
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Expected optimism

Definice 7.9 Expected optimism.

Quantity

—=CV - .
popt,/:E(Dpred,i_Di‘Yfl')a I:1a"'an

will be called the expected optimism when the loss of prediction of the ith
observation is evaluated by D; (ith contribution to the posterior expected

deviance) rather than by ﬁg,‘;d’, (ith cross-validated posterior predictive de-
viance).

v
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Penalized expected deviance

Definice 7.10 Penalized expected deviance (PED).

Quantity

n n n
PED = Zb’ + Zpopt,i: Z (b/ + pOPU)
i—1 p 1o~

= PED,
D Popt

will be called the penalized expected deviance (PED).
Quantity

n
Popt = Z Popt,i
i=1

will be called the overall optimism, quantity

PED,':E,'%»popt#,', i:1,...,n,

will be called contribution of the ith observation to the penalized expected de-
viance.

y
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Penalized expected deviance and cross-validated posterior
predictive deviance

Véta 7.2 Penalized expected deviance and cross-validated posterior
predictive deviance.

The following holds foreachi=1,...,n

E(PED;| Y ;) = E(b,f,ﬁd_,.

Y_,-).

b \With respect to cross-validation
n
PED = _ PED;

i=1
is equivalent to

pred - Z D pred i
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Penalized expected deviance and cross-validated posterior
predictive deviance

Dukaz.

E(PED;|Y_)) = E{D,- +E(Dpyea, — D

Y_,-) ‘ Y_,-}

Y_,-) - ]E(b,-

popt,i

E (b,-

Yo)+ E(ﬁ,f,‘;d,,

Y_,-).

)

—=CV
- E<Dpred,i
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Practical use of PED

e The last complication when using the PED for model comparison: calcu-
lation of the expected optimisms:

—cV —
popt,i = ]E<Dpred7i - Di

Y_,-), i=1,....n

e With MCMC based Bayesian inference, all expected optimisms pgpt i, | =
1,...,n, can be estimated using two parallel Markov chains (with p(8 | y)
as their limit distribution).
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Deviance information criterion

e For some classes of models, e.g., when p;(y;|6), i =1,...,n, belongs to
exponential family, the overall optimism can be estimated as

n
Popt = Zpopt,i ~pp=D- D<§(y); }’),
i=1

where §(y) = Epa|y)0 (posterior mean of 0).

o~

e Terminology: D(B(y); y): plug-in deviance;
Pp: effective number of parameters
(measure of model complexity).

e “Small” inconvenience: the value of both the plug-in deviance and the
effective number of parameters depends on the parameterization of the
model.

e PED with pp used in place of pop:
' Deviance information criterion (DIC).
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Deviance information criterion

Deviance information criterion (DIC)
DIC=D+pp
=D+ {D - D(@(y); y) }

=2D— D(@(y); y).

e DIC = approximation to bg,‘;d which was defined to evaluate the loss of
prediction.

e Model with lower DIC is better.

e DIC is nowadays somehow overused/misused (even in situations when it
is not justifiable)!
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Deviance based model comparison

Further reading

e David J. Spiegelhalter, Nicola G. Best, Bradley P. Carlin, Angelika Van
Der Linde (2002). Bayesian measures of model complexity and fit (with
Discussion). Journal of the Royal Statistical Society, Series B, 64(4), 583—
639.

e Martyn Plummer (2008). Penalized loss functions for Bayesian model
comparison. Biostatistics, 9(3), 523—-539.

e David J. Spiegelhalter, Nicola G. Best, Bradley P. Carlin, Angelika Van Der
Linde (2014). The deviance information criterion: 12 years on. Journal of
the Royal Statistical Society, Series B, 76(3), 485—493.
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