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Kazdy krok musi byt podrobné zduvodnén. Pokud pouzijete néjaké tvrzeni z prednasky, neza-
pomeiite ovérit predpoklady.

Jméno a piijment: Cvicici:
Priklad 1 2 3 4 Body
Maximum bodu 4 7 6 13 30

Ziskané body

1. Pro které m,n € N existuje vlastni a nenulova limita

cos z"

e —e
lim —— =L #0.
z—0 xm
Urcete L.
Reseni:
Limitu si prepiSeme
i ecosw" —e i 6Cosm"—l —11—=cosz™ x2n
im — = —1lime —
z—0 zm z—=0 cosa™ — 1 xz2n zm

Nyni pouzijeme zndmé limity (a véty o substituci)

) ecosm"—l -1 ) e¥ —1
lim —— = lim =1,
z—0 cosz™ — 1 y—0 Yy
. 1l—cosz” . l—cosy 1
lim ———— = lim ———= = —|
2—0 r2n y—0 y2 2
0 pro m < 2n,
Lo 1 pro m = 2n,
lim — = .
z—0 ™ 00 pro m > 2n a m sudé,

neexistuje pro m > 2n a m liché

Pouzitim vét o limité soucinu tedy dostavame

:L.Qn

on
] ecosz” _ o 1 )

lim —— = —¢-1-=-1lim .
z—0 xm 2 xz—0 gMm

Vidime tedy, zZe limita existuje a je nenulovd pouze pro 2n =m a L = —3.
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. Uvazujte rekurentné zadanou posloupnost

ag € R,
Ap41 1= ai — 2a, + 2.
V zavislosti na ag urcete, kdy existuje

lim a,, = L.
n— oo

Uvazujte pfipadné i nevlastni limitu L € R*.

Reseni:

Nejdiive si uré¢ime mozné hodnoty vlastni limity L. Pokud tedy existuje L € R tak, ze
lim a, = L,
n—oo

pak musi platit

L= lim ap+; = lim a2—2an+2:L2—2L+2.
n—oo n—oo

Hodnoty spliujici vySe uvedenou rovnost jsou
r={b
2.

Ani1 = a2 —2a, +2=(a, —1)* +1> 1.

Nejdiive si muzeme vS§imnout, ze

Vidime tedy, Ze posloupnost bude omezend zdola. Navic od druhého ¢lenu bude platit
ayp > 1 pron > 1.

Mohou tedy nastat celkem ¢tyfi pripady a to:
e limita neexistuje
e limita je rovna oo
e limita je rovna 1

e limita je rovna 2

7 prednasky vime, ze monoténni posloupnost ma vzdy limitu, ktera je vlastni v ptipadé,
ze posloupnost je omezend. zkusime tedy ovéfit monotonii.

Uni1 =02 —2a,+2<a, < (a,—1)(a,—2)<0

a tedy vidime, Ze (soustfedime se pouze na a,, > 1, nebot z prvniho kroku uz vime, 7e
od n =2 uz plati, a,, > 1)

an € (1,2) = 1< any1 < an,
ap € (2,00) = apy1 > an.
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Tedy, pokud ag € [1,2), posloupnost je klesajici a omezena zdola jednickou. Musi mit
tedy vlastni limitu a z vySe spocteného plati L = 1. Pokud ay = 2, pak trividlné plati
L = 2. Pokud ag > 2, vidime, Ze posloupnost je neklesajici. Musi mit tedy limitu
(mozno i nevlastn{). Protoze jedinny kandidét na vlastn{ limitu je L = 2 a my vime, Ze
an > ag > 2, této limity se nemuze nabyt a plati L = co.

Zbyva oSetfit pripad, kdy ag < 1. K tomu ale vyuzijeme vyse spoc¢itaného aplikovaného
na druhy ¢len posloupnosti a; .

a1 <26 ad —2a9+2 <2< aplag—2) <0< ap € (0,2).

Aplikovanim stejného postupu ziskame

1 proag € (0,2),
L=<2 proag=0neboag =2,

oo jinak.
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3. Na maximalnim intervalu najdéte primitivni funkci

F::/e2z|sinz| dz

ResSeni:

Vidime, zZe integrand je spojita funkce na R a tedy primitivni funkce bude existovat na
celém R. Za¢neme nejdiive s urcenim primitivni funkce pro

/ e?* sin z dz.

Pouzitim dvakrat integrace per partes ziskdme

. v/ =sinz, v = —cosx
/GQI sinx dx = — cos ze?® +2/€2m cosx dx

= —cosze®® + 2sin ze®® — 4 / e sinz dx.

Jednoduchou tpravou ziskdme

2sinx — cosx
/eQIsmxdaz = ehf +C

Nyni se vratime k puvodnimu integrélu. Protoze sin 2 > 0 pouze na intervalech (2kw, (2k+
1)) dostaneme

2 31 —
/e2$ sinz dx = 621%(30833 + C, na (2km, (2k 4+ 1)),

2sinx —
- /62z sinx dx = fezzw + D na (2(k+ Dm, (2k + 2)7).

F(z) =

Zbyvaji nam urcit konstanty Cy, Dy. Ty uré¢ime z podminky na spojitost F. Musi platit

1 1
2@k 4 0y = lim  F(x)= lim  F(z) = —e2@HD7_ 4 D
) z—(2k+1)7_ z—(2k+1)m4 5}
1 1
_ pdkm Z — 3 — : — hdkm
CUE = i P = FE =Tt D

Pro libovolné zvolené CYy, tak ziskdme rekurentni formule

2¢2(2k+1)m 2e4(k+1)m

Dy = f + Ck, Ck+1 = ? + Dy.
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4. Vysetfete prubeh funkce (definiéni obor Dy, intervaly spojitosti, limity v krajnich bodech Dy, priseciky

s osami, intervaly monoténie, lokaln{ a globaln{ extrémy, obor hodnot Hy, limity derivaci v krajnich bodech
Dy, intervaly konvexity/konkavity funkce f, inflexnf body, asymptoty, detailn{ graf)

bl s
f(fc)-—\/g+\/1 (Jlz] = 2] = 1)%

Napovéda: Diky strukture funkce f, je mozZnd vhodné se soustiedit na vysetrovdani pribéhu funkce na inter-
valech (0,2) a (2,4).

Reseni:
Defini¢éni obor druhé odmocniny jsou nezapornd ¢isla, proto musime ovérit kdy
I—(lz] =2/ -1 >0& |||z -2/ -1 <1e||z] -2 <2< |z| < 4.

Vidime tedy, ze Dy = [—4,4]. Funkce je spojitd na svém definiénim oboru. Funkce je
evidentné nezdporna. Funkce je suda. Plati
4

V3

Funkce m4 tedy v bodé z = 0 globdln{ minimum rovno f(0) = 0.

f0)=0,  f(+4)

Spocteme prvni derivaci:

sign x [lz] —2| -1 . .
fl(x) = - sign(|z| — 2) sign x
V3 V1= (lal - 2[- 1)
Vidime tedy, ze Dy = (—4,4) \ {£2,0} a ze derivace je spojitd na svém definicnim
oboru. Pro limity v krajnich bodech dostaneme

oo = lim f'(z)= lim f'(z)= EEHQ fi(z)=lim f'(z),

14}04, w~>2+ I*)74+
e — T / _ N ’ _ 1 / _ N /
co= lim fi(z)= lim f(z)= lim fiz)= lim f(z),

Nynf najdeme nulové body derivace. Pokud f’(x) = 0, pak nutné

signz [lz] —2| -1 ) .
- sign(|z| — 2)signz =0
V3 V1= (ll2] -2[-1)2

i: o] —2[— 1 sign(|z| — 2
B S LR e
(e =2 -1

T (] 2]~ 12

=

=

== W=

1
(lzl =2[ = 1)* = |lla] - 2| = 1| = 5

Tato tloha mé celkem osm kofenu a to {:I:%,:I:g,:i:%,:l:%}. V prubéhu feseni jsme

pouzivali neekvivalentni upravy. Zpétnym dosazenim do puvodni rovnice dostaneme,
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ze TeSenfm tlohy f'(z) = 0 jsou pouze body {£%,+3}. Nyni uz mizeme snadno uréit
znaménko derivace:

F@)>0 prose (-4, fg) U (-2, fg) U (0, g) U, g),
F@)<0 proze (,; —9)U (72,0) U (%,2) U (2,4).

Funkce je tedy rostoci na intervalech, kde je derivace kladnd a naopak klesajici na in-
tervalech, kde je derivace zdpornd. V bodech {£4,+2 0} mé funkce lokdln{ minima,
pfi¢emz v nule je minimum globalni. V bodech {£%,+3} m4 funkce lokdln{ maxima.
Protoze funkce je spojitd na [—4,4] mus{ mit globdln{ maximum. Toho se tedy muze
nabyvat pouze v bodech {£2,£3}. Vypoétem dostaneme

e =vE =28

Globélntho maxima se tedy nabyva v bodech j:g.

Nyni se budeme vénovat druhé derivaci

(z) = <Sig\/n§w B 7 |fz|||;2|;1 5 sign(|z| — 2) sign a:)

_ 1 (= =21 -1)?
= =
VI=(lz[=2[-1)2  (1—(lz| -2 -1)?)>
Defini¢ni obor f” je sthodny s Dys. Thned je vidét, ze f”(x) < 0 ve v8ech bodech, kde f”

existuje. Funkce je tedy konkavni na intervalech (—4, —2), (—2,0), (0,2) a (2,4). Zadny
bode neni inflexni.
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Obrazek 1: Graf funkce f



