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Kazdy krok musi byt podrobné zduvodnén. Pokud pouzijete néjaké tvrzeni z prednasky, neza-
pomeiite ovérit predpoklady.

Jméno a piijment: Cvicici:
Priklad 1 2 3 4 Body
Maximum bodu 4 6 12 8 30
Ziskané body

1. Spoctéte
i 43" — 3% —cosz —In(3+x)In(4 + z)sinz
im :

x—0 z2

Reseni:
Jde o limitu %. Limitu spocitdme pouzitim 'Hopitalova pravidla (pouzitého dvakrét).
To vse za predpokladu, ze limity vpravo existuji, coz nakonec ukazeme.

43" — 3% —cosx —In(3 +x)In(4 + z)sinz

lim
x—0 xz
. (4% =3Y —cosz —In(3 + ) In(4 + x)sinz)’

= lim

z—0 (xQ)I

Lo z . In x)sinx In x) sin|x

. In3In4(43 3% — 377 4%) + sinax — In(3 + ) In(4 + =) cosz — (4J3r+); — (SLFLS

z—0 2x
B In31n4(4% 3% — 37°4%) —In(3 4+ 2) In(4 + z) cos =

4 Jim sin x 1 In(4+z) In@B+z)

o (In31n4(4%"3% — 34°4%) —In(3 + z) In(4 + ) cos a:)/
T 250 (2z)’

Ll(; M4 w3
2 3 4

(In31n4)%(433%* — 34742%) + In31n4(4% 3% In3 — 34" 4% In4)
m
z—0 2

ln(4§f_);0” + ln(sz_?;o” —In(3+z)In(4+ z)sinz

2
L1(;_ M4 3
2 3 4

(In3n4)? +In3n4(4In3 —3In4) In4 In3 1

2 3 4 +2'
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2. Spoctéte limitu
I (em=%" — cosx — Hsinz 4 4x)>
s 210

Reseni:
Limitu budeme fesit pomoci Taylorova rozvoje znamych funkci. Pouzijeme

2 CC4

_ z 5
cosx—l—a—i—ﬂ—i—o(x ),
o 3 ad
sr =x — 31 + BT
Diky rozvoji
2 3 4 5

v — v,y ¥y v 5
e—1+y+2+3!+4!+5!+0(y)

a po zavolen{ y := x — 22 ziskdme

2)2 2\3 214 215
e _ , (@=2?)? (@—a?)? (@2  (z—a?) .
€ =1l4+z—z°+ 3 + i + 1 + =] + o((z — 2%)°)

2 34 4 3 4 5 4 5 5
_ 9  T* =227+ x° —3z% + 32 2zt —4x x 5
=1l4+z—z°+ 5 + 3l + 1 —i—a—i-o(x)

Piimym dosazenim tak ziskdme

" _cosz — 5sinz + 4
2 34 4 3 4 5 4 5 5
_ 9o  T*—2x°+1I r° —3x* + 3z 5 —4dx x
=l+z—2"+ 5 + 3 + m +5
2?2 ozt x3 x5 5
3 5
:%—i—o(f).
Coz vede k 0
2
T—x° — 5si 4 2 _ 10 .
(e cosz — bsinz + 4x) 100 +o(z™)

Konecéné tedy ziskavame

lim (e"=" — cosz — Hsinz + 4z)? ~ lim 91%100 + o(x!9) — lim 9 N o(x19) _ i

z—0 10 z—0 10 z—0 100 10 100
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3. Na maximélnim intervalu naleznéte primitivni funkci

/ dx
dx
34 24/|z% — 62 + 5|

ResSeni:

funkce. Intergal upravime

| e/
/3—|—2 —6x+5 3+2 z—1)(x—5 3+ 2[z — 5| |z—1]

\;r5

Uvazujme nyni t¥i intervaly a to (—oo,a), (a,b) a (b,c0). Pak mame

d
/ v na (—oo, 1)
34+2(5—x) i—:é
d
34+2(5—x) %
d
/ * na (5, 00)
3+2(x—5)y/2=
Na intervalu ( ) pouzijeme substituci
[x — 1 ot —1 —8t
Na intervalu (1,5) pouZijeme substituci
-1 5t +1 8t
i = = et (o) e (0.00)
Na intervalu ( pouzijeme substituci

1 1 —8t
= 1 .
sz = dz (t271)2dt’ (5,00) + (1,00)

V prvnim piipadé tedy dostaneme (zde uvazujeme t € (0, 1))

1 1 t
F:/ dx:fS/ dt
3+2(5 —2), /=L 3-2pt (2 —1)?

1 t 1 t
=8 dt = —8 dt
/3t2—3—8t -1 /(t—3)(3t+1)t2—1

B 3 1 1 9
/_10(75—3) Tor—) T2y 0Bt D)

3 1 1 3
=——1Inlt—3 —Inlt—1—=Inlt+1 —In|3t+1
10n| |—|—2n\ \ 2n|—|—|—|—10n| + 1|

3 1 1 3
ffl—oln(3ft)+§ln(lft)filn(t+1)+1foln(3t+1)

Vidime, zZe integrand je spojita funkce a tedy na celém R bude tedy existovat primitivn{
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Po zpétném dosazeni tak mame

3 r—1 1 z—1
F=——1 - —In|1-
1on<3 x—5>+2n< m—5>
1 r—1 3 r—1

V druhém piipadé tedy dostaneme (zde uvazujeme ¢ € (0, 00))

dt

i Prery =Ll e =
3+2(5—x) 3+ gy (P +1)?

:/ 1 8t dtz/ 8t gt

32 +34+8tt2+1 Bt+4+VT)(t+(A—-VT)/3)(t2 +1)
8t

- [ e e

9 9 1
/2ﬁ(3t+4ﬁ) - 2/7(4+ V7 + 3t) M 1+t2dt

3
=" InBt+4—V7)+
Wi ( )

In(4 + V7 + 3t) + arctant
Po zpétném dosazeni tak mame

-1
F:f—l 3,/ +—1 44 VT 43—
z—1
+arctan,/5_7w—|—01 na (1,5).

V tfetim pifpadé dostaneme (zde uvazujeme ¢ € (1, 00))

1 1 t
F:/ dazz—S/ dt
3-2(5—z),/%=L 3+ 2 (12 -1)2

3
2V7

r—5
1 t 1 t
__8/3t2—3+8t t2—1dt__8/(t+3)( t—l)t2—1dt
_/ Lo, ! 3. .9 .
B 2(t — 1) 2(t +1) 10(t+3) 10(3t—1)

1 3 3
= ——In(t—1)+>n(t+1) — —In(t +3) + — In(3t — 1).
5 I )+2n(+) 1o It +3) + 15 In(3t — 1)

Po zpétném dosazeni tak mame

1 x—1
F=——1 -1
2n< r—>5 >+
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Zbyva urcit hodnoty konstant Cy; a Cy tak, aby vysledna funkce byla spojitd na R.
Spocteme tedy

. . 3 z—1 1 x—1
xl_l)r{lF(;U)—Jﬁlg{l—ﬂ)ln(i%— x_5>+2ln<l— x—5>

\/

3 rz—1 3 r—1
lim F(z)= lim ———1In{3{/>—— +4-V7 |+ —=In[4+V7+3

m—>1+( a1 27 ( 5—x ) Qﬁ ( -
-1
+arctan1/L+Cl
5—=x

314+ﬁ

= n

/T 4T
lim F(z) = lim ———1n [ 3,/2 1 +4 Vel AN N L
R W A G Wi 5z

+ arctan

+ C

T
=—+4+C
2—!— 1

. x—1 z—1 3 z—1
ml—lglJrF(x)aclg?Jrln( .’L‘—5 ) ( $—5+1>101n< l‘—5+3>
3 fx—1
— — =1
+101n(3 7 _5 )4’02

E1n3+02

Aby F byla spojita, je potfeba konstanty C; a Cs zvolit takto:

3 447 3
——1In ——mh2+C
27T 4—+7 10

3 3
=2 I3+ - — 2]
Cy 10 n3+2+C’1 T n3+2 2ﬁn47\ﬁ 10n

Cl =
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[8} 4. Vysetfete prubeh funkce (definiéni obor Dy, intervaly spojitosti, limity v krajnich bodech Dy, priseciky
s osami, intervaly monotdnie, lokdlni a globdlni extrémy, obor hodnot f, limity derivaci v krajnich bodech
Dy, intervaly konvexity/konkavity funkce f, inflexnf body, asymptoty, detailn{ graf)

f(x) :=/|x? — 62 + 5.

Reseni:
Diky nezdpornosti absolutni hodnoty je definiéni obor Dy = R. Absolutni hodnota,
odmocnina i polynom jsou spojité funkce a tedy i f bude spojitd na celém definiénim
oboru. Funkce neni ani suda ani lichd ani periodicka. Thned vidime, ze
li = 0.

A, () =00
Na druhou stranu, diky rozkladu z? — 6x + 5 = (x — 1)(z — 5) vidime, Ze f(x) = 0 pro
z=1lax=>5a f(z) >0 jinak. Ihned tedy dostdvame, ze obor hodnot H; = [0, c0), ze
funkce nemé globalni maximum a ze funkce ma globalni minimum 0, které se nabyva v
bodech x =1a x =5.
Nyni spoc¢itame prvni derivaci
2z — 6

V]z2 =6z + 5|

Vidime, ze Dy =R\ {1,5}. Spocteme limity v krajnich bodech

f'(z) = sign(z?® — 6z +5)

Navic vidime, ze f'(x) = 0 pouze v bodé = = 3. Thned tedy vidime, ze
f'(z) >0 pro z € (1,3) U (5,00), J'(z) <0 pro x € (—o0,1) U (3,5).

Vidime tedy, ze f je klesajici na intervalech (—oo,1) a (3,5) a rostouci na intervalech
(1,3) a (5,00). V bodech 2 = 1 a & = 5 mé funkce globdln{ minimum rovno nule a v
bodé z = 3 mé funkce lokdlni maximum rovno f(3) = 2. Asymptoty v bodech x =1 a
x = 5 jsou primky z = 1 a x = 5. Dopocteme jesté asymptoty v +oo. Diky spoctenym
limitam pro derivace v +oo budou asymptoty ve tvaru

y1 = x + by, kde by := JClglrolof(sc) -,

yas = —x + bo, kde by := lim f(z)+ =z
Tr—r— 00
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a tedy
2*6 5 — 2
by = lim f(z) —2z = lim y/|z? — 62+ 5| —z = lim 2 Gk bk
T—00 T—00 T—00 |$2 — 6x + 5| +x
= lim Ot = -3,

=00\ f|x? — 62 + 5|+ x

2 _ _ 2
Tr—r— 00 x

T——00 ——00 |1‘2 — 6x + 5‘ -

. —6x + 5
= lim =
e—=—oco \ [lx2 — 62+ 5| — x

Nakonec spocteme i druhé derivace

' (x) = (sign(x2 — 62 + 5)296_6|>

|z2 — 62+ 5
, 2 1. (22 — 6)2
2 2
=sign(z® — 62 +5) | ———= — —sign(z® — 62 +5) ——"r—
en( )< |z2 — 62 +5] 2 n )\/x2—6x+5|3>
4(z% — 624+ 5) — 2z — 6)* 16

2\/[2% — 6z + 5 2|22 — 6z + 53

a defini¢ni obor je Dy» = R\ {1,5}. Vidime, ze druhd derivace je vzdy zdpornd. Funkce
je tedy konkdvni na intervalu (—oo, 1), intervalu (1,5) a intervalu (5, 00). Pozor, neni
konkavni na R
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Obrazek 1: Graf funkce f



