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Kazdy krok musi byt podrobné zduvodnén. Pokud pouzijete néjaké tvrzeni z prednasky, neza-
pomeiite ovérit predpoklady.

Jméno a piijment: Cvicici:
Priklad 1 2 3 4 Body
Maximum bodu 4 7 10 9 30

Ziskané body

1. Naleznéte alespon jeden polynom P(z) tak, aby platilo

3
tanx:P(x)—i—o((x—Z) ) prox—>%.

Je tento polynom uréen jednoznacné?

Reseni:

Polynom P staci volit jako Tayloruv polynom stupné tii v bodé xg = 7/4. Polynom P
pak neni jednoznacny - staéi pricist napi (z — 7/4)* a vysledny polynom opét splituje
zaddni. Pro f(z) = tanx

L () = 2E0E gy

cos®z’

2 cos? z + 6 sin?

cost x

fx) =

cos? x
a tedy

f(m/4) =1, f'(n/4) =2, f"(7/4) = 4, f"(n/4) = 16.
Polynom P pak tedy zvolime

P(z) = f(r/4) + f'(n/4)(x — w/4) + == (2 — 7 /4)* + ——(z — /4)®

f"(x/4) (7 /4)
2 6

=1+2(x—7/d) +2(x — 7/4)* + %(m —m/4)3
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[7] 2. Uvazujte rekurentné zadanou posloupnost

ag € (—00,5] U (6, 00),
5

6—a,

Ap+1 =

V zdvislosti na ag urcete, zda existuje L = lim,, o a,, a limitu urcete. (Uvazujte i nevlatni
limitu)

Bonus: Pro skuteéné odvazné jedince se nabizeji bonusové body, pokud vyfesi i pfipad ap € (5,6). [3] body

Reseni:
Nejdiive si pov§imneme, ze pokud ag € (6, 00). potom a; € (—o0, 0) a stacf tedy studovat
posloupnost pouze s poc¢dtetnim ¢lenem ag € (—o0, 5).

Nejdifve zkusime spoéitat hypotetické limity. Necht existuje vlastni L = lim,_,oc an.
Potom za pouziti vét o aritmetice limit ziskdme

L:nhﬂngoan-;-l anirrgoG_an A

A tedy ziskame rovnici
5
L=——&Le{l,5}.
6L {1,5}

Evidentné, pokud ay = 1, pak L = 1 a pokud ayp = 5, pak L = 5. Zkoumame tedy
pifpady kdy ag € (—00,1) U (1,5). Nejdifve ukdzeme, ze a,, < 5 pro kazdé n > 1. Dukaz
provedeme indukci. Nechf a,, < 5, potom
5 5_5—30+5an 5(a, —5)

6 — ay, 6 —a, - 6 —ay, <0

Ap41 -5 =

Poslunost je tedy zhora omezend 5. Pfimo z definice ihned vidime, ze a,, > 0 pron > 2.
Posloupnost {a,}52 4 C (0,5) je omezend. Nyni ukazeme tyto implikace

an € (1,5) = 1< apq1 < an,
an € (0,1) = ap < any1 < L.

A tedy, pokud a7 € (1,5), bude posloupnost klesajici, zdola omezena a musi tedy mit
limitu, kterd muze byt rovna pouze jedné. Pokud a; € (0,1), potom bude posloupnost
rostouci, shora omezend jednickou a tedy musi mit limitu, kterd muze byt rovna pouze
jedné.

Celkem tedy méme. Pokud ag € (—o00,5) U (6,00), pak limita existuje a L = 1. Pokud
ag = b, pak trividlné L = 5.

Zbyva overit pouze tvrzeni o monotonii a omezenosti. Pro a, € (0,5) mame

Il<apy1 <a, & 1<

<ap, & 1<a,<5H,
6 —apy

O<ap<apny1 <1l & a,<

<l & 0<a,<]l.
—ay,
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Bonusova c¢ast: Je vidét, ze problémy nastanou v pripadé, kdy pro néjaké n € N nastane a,, = 6. Pak

=9

¢len an41 neni dobfe definovan. Této situaci musime tedy zabranit a budeme uvazovat ”zpétné” zadanou

posloupnost
5
bn = 5 bo = 6,
6 — bn+1
coz je ekvivalentni zapisu:
5
bpty1 =6— —, by = 6.
bn

Pokud tedy nastane pfipad ag = by, pro néjaké n, potom a, = 6. Definujeme-li
S = U?:O{bn}v

potom, pokud ag € S, pak limita neexistuje, nebot od néjakého n nebude ¢len a,, definovan. Struktura
mnoziny S je ”jednoduchd”. Posloupnost by, je klesajici, zdola omezena 5. M4 tedy limitu a ta je rovna
5. Mnozina S mé tedy jedinny hromadny bod pétku.

Nakonec ukdzeme, ze pokud ag € (5,6) \ S, potom

lim an, = 1.

n—oo
Z ptredchoziho vidime, Ze pokud ag ¢ S, pak pro kazdé n plati a, # 6. Ukdzeme, ze pokud ag € (5,6),
potom existuje n takové, ze a, > 6. Tim padem se dostdvame do pripadu feSeného nejdiive a dukaz
bude hotov.
Ukézeme, ze pokud an € (b;+1,b; pro n&jaké i > 1, pak apt+1 € (b;,b;—1). Funkce f(z) := & je na
intervalu (5, 6) rostouci, proto

bit1 <an <b; = f(bit1) < flan) < f(bi) & bi < f(ant1) < f(bi-1)-
Pokud tedy ag € (5,6) \ S, pak existuje n € N takové, ze ag € (bn,bp—1). Induktivni aplkaci vyse

uvedeného tak ziskdme, ze an € (6 — %,6) a tedy

a1 = > =6
" 6—ant1 ~ 6—(6—2)

a tedy muzeme aplikovat postup z kroku 1.
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3. Na maximélnim intervalu naleznéte primitivni funkci

/ xe® sint z dx

Néapovéda: Pro vypocet se mohou hodit vzorce

. 92 1 —cos2zx 2 1+ cos2x
sin“ x = ——, cos = ——

2

Reseni:
Vidime, zZe integrand je spojita funkce a tedy na celém R bude tedy existovat primitivn{
funkce.

Oznacime f(z) := e®sin*z a F(z) := J f(z) dz a poté pouzijeme integraci per partes

/xf(ac) dx = zF(z) — /F(x) dz.

K dokoncen{ tlohy staci tedy dopocist F a [ F(z)dz.

Zacneme s vypoctem F. Pouzijeme vzorce z ndpovédy a ziskame

T 4 T(in2 )2 x 1—COS(2.’L‘) ?
F(z)= [ e*sin*zdz = [ e“(sin“z)°dx = [ €* — dx

= 5 [ (2~ deos(an) + 2eos?(@m)) e = [ (2~ dcos(2r) + 1+ cos(an)) de

Vidime, ze potiebujeme spocitat integral typu [ e cos(bz)dz. Pro b= 0 a a # 0 ihned
vidime
eaz
/ edr = —.
a

Pro a,b # 0 pouzijeme dvakrat integraci per partes

az \ '’ azx ax
/e‘” cos(bz) dx = / (e) cos(br) dx = £ cos(bz) + b/ £ sin(bx) dz
a a a

axr

€ b ax :
=— cos(bz) + = /(e ) sin(bzx) dz
axr b ) 2
= cos(bx) + Pk sin(bx) — po / e cos(bx) dux.

Prevedenim integralu na stejnou stranu ziskdme

1
/ea"‘c cos(bx) dx = prae (ae® cos(bx) 4 be” sin(bx)) .
Obdobné miizeme i ziskat
ar .3 1 axr .3 ax
/e sin(bzx) de = m(ae sin(bx) — be®” cos(bzx)).
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Tyto vzorec nyni dosadime do potiebnych integrali:

F(z) = é /e$(2 — 4 cos(2x) + 1 + cos(4x)) dx

1 , 1 "
= g/el' dx — 5/6“ cos(2x) + g/e"‘ cos(4z) dz

1 1 1 1
= %ew — 1—0695 cos(2zx) — geI sin(2z) + ﬁew cos(4x) + ﬂew sin(4x)

Nakonec, opét s pouzitim vyse spocteného, ziskdme

1 3 1 2 1 1
— _pt _ % 3 2 _ 2T o3 2 T 3 4 T 3 4
/F(x) dz 5 (/46 £€ cos(2x) £€ sin(2z) + 65t cos(4x) + 7€ sin(4x) da:)

1 1 2
3 (Ze” - %(e”’ cos(2x) + 2€” sin(2z)) — %(e” sin(2x) — 2e” cos(2x))

+ (e” cos(4x) + 4e” sin(4x)) + i(ei sin(4x) — 4e” Cos(4x))>

1
68 - 17 172
3., 2, 3 . 15 1
= ge* - %el sin(2z) + %el cos(2x)) — me* cos(4x) + ﬁe* sin(4z).

Nakonec tedy mame

1 1 1 1
/xe“" sin z dz = ze® <Z ~ cos(2x) — £ sin(2x) + 136 cos(4x) + 3 sin(4z)>

1.
cos(4x) + T sm(4x)> +C

3 2 3 15
_ 61 (8 — % Sln(QJ,‘) + % COS(QJT)) — m




NOFY151, 2024-2025 Pocetni ¢ast 27. ledna 2025

[9} 4. Vysetfete prubeh funkce (definiéni obor Dy, intervaly spojitosti, limity v krajnich bodech Dy, priseciky
s osami, intervaly monotdnie, lokdlni a globdlni extrémy, obor hodnot f, limity derivaci v krajnich bodech

Dy, intervaly konvexity/konkavity funkce f, inflexnf body, asymptoty, detailn{ graf)

f(z) := arccos <x26i9) .

Reseni:
Defini¢éni obor funkce arccos je [—1, 1]. K uréeni defini¢niho oboru funkce f potiebujeme
vyresit
6z
<
— 2249
Vidime tedy, ze Dy = R. Funkce neni ani sud4 ani lich4 ani periodickd. Funkce je spojitd.

<1 & —2?-9<62<2°+9 & (z+3)?>0.

Spocteme nejdiive prvni dvé derivace.

6 ! 1 6(z2 +9) — 1222
1= (zziQ)
B 1 6(9—a%) ~ 6sign(9 — )
(x2—-9)2 2249 z24+9
() = _ 6sign(9 — z2)\’ _ 12z sign(9 — 2?)
2+ 9 (x2 4 9)2.

Defini¢ni obor prvni a druhé derivace je tedy Dy = Dy = R\ {£3}.
Spocteme limity v krajnich bodech defini¢nich oboru:

. T
T/Erinoof(x) = arccos(0) = 5

lim f'(z) =0,

r—+oo

lim f(x) =

)
T——3_

S f(@) =

m f@) =3,
lim f(z) = —}.

r—3_ 3

Wl Wl

Thned tak také dostdvdme (diky spojitosti funkee f, ze f'(—3_) = f'(34) = % a
f(=34)=f'(3-) = —3.
Uréime znaménka prvnich a druhych derivaci:
f'(x) >0 proz € (—o0,—3)U(3,00),
f'(xr) <0 proz e (-3,3),
() >0 prozx € (—o0,—3)U(0,3),
() (=3,0

<0 proxe ,0) U (3, 00).
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Funkce je tedy rostouci na intrvalu (—oo,3) a na intervalu (3,00). Funkce je klesajci
na intervalu (—3,3). Funkce nabyvd v bodé z = —3 globélniho maxima a to f(—3) =
arccos(—1) = w. Funkce nabyva v bodé z = 3 globalniho minima a to f(3) = arccos(1) =
0. Funkce je konvexn{ na intervalu (—oo, —3) a na intervalu (0, 3), funkce je konkdvni na
intervalu (—3,0) a na intervalu (3, 00). Inflexnimi body jsou body « = £3,0. Asymptota
v nekone¢nu je piimka y = 7 /2.

—3(1/+7'r) -3 3. 3(mm=1)

Obrazek 1: Graf funkce f



