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Kazdy krok musi byt podrobné zduvodnén. Pokud pouzijete néjaké tvrzeni z prednasky, neza-
pomeiite ovérit predpoklady.

Jméno a piijment: Cvicici:
Priklad 1 2 3 4 Body
Maximum bodu 7 5 10 8 30

Ziskané body

1. Spoctéte limitu

sinz __ _ _ e —
 arccos(e x — 1) — arctan T arcsin(1—a7)
lim
I*)O+ $2

Reseni:

Oznacme

) 1

:= arccos(e®™”® —x — 1) — arcta
/(@) recos(e z = 1) —arctan % —arcsin(1 — 2)
Potom mame

lim f(z) = arccos(0) — lim arctany =0
z—04 Y—r00

Spoctéme jessté

. 1 /
f(z) = (arCCOS(esmz — @~ 1) —arctan Z —arcsin(1 — 334))
| . 4s®
o ST oagp — 1 i 1 \/m
- _ (esinx _ 1 1)2 (= i i
\/1 € Z- 1) 1+ (m) (5 — arcsin(1 — x4))

eSMmT cosx — 1 4

x
— : +
V1—(esne —x —1)2 (3 —arcsin(l—x4))2+1m

Nyni jsem jiz pfipraveni spoc¢itat limitu pomoci ’'Hospitalova pravidla za predpokladu,
ze limita vpravo bude existovat.

lim @— lim M

z—04 z—04 2
. eST cosr — 1 2 1
= lim — . + S -
z—04 21'\/1 — (esmm—x— 1)2 (% —arcsin(l—x4)) +1V2—=x
) 1 (cos (S —1)  cosx — 1) 2
= — lim : + + y
2=04 2,/1 — (esn® — g — 1)2 x x (2 —arcsin(1))” +1
1 sinx __ 1) si sr—1 1
_ L cosx(e - )bln$+COb$ ivi—va_ L
2 x—0, sinx T T 2

Pouzili jsem vétu o aritmetice limit a znalost dvou zakladnich limit:

T _1 : -1
lim & -1,  lim =E o, i BT

z—0 €T z—0 X z—0 €T

e
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[5] 2. Uvazujte funkci f definovanou na R ndsledovné:

coshz
f(z):= < coshl
A+ Bz + C2® + D2® + Ex*  prox € [-1,1].

pro |x| > 1,

Uvazujte nasledujici na sobé nezavislé ¢tyti tlohy: Jaké jsou podminky na A, B, C, D, E tak,
aby

(R)
f €CYHR) a f ma tii lokdln{ extrémy
(R)

Reseni:
Protoze to bude potieba, spocitdme si prvnf a druhé derivace f pro |z| # 1.

sinh
f/(z) := < cosh1
B +2Cx +3D2* + 4E2®  pro x € (—1,1).

pro |z| > 1,

coshz
J"(z) :={ coshl
2C + 6Dz + 12Exz?  pro z € (—1,1).

pro |z| > 1,

Dale se budeme vénovat jedntlivym tlohdm.

(i) Spojitost. Protoze lim,_,__ f(x) = lim,_,;  f(x) = 1, potfebujeme pro spojitost
funkce f volit parametry tak, aby f(£1) = 1. To je ekvivalent{

A+B+C+D+E=1, A+C+E=1,
A-B+C-D+E=1. B+D=0.

(ii) Funkce musi byt spojitd a spliovat tedy podminky bodu (i). Pro spojitost deri-
vace postupujeme takto: Na intervalech neobsahujicich £1 jsou derivace spojité.
Pottebujeme tedy ovérit rovnost limit zleva a zprava v bodech +1 pro prvni deri-

vaci. Protoze lim,_,_1_ f'(z) = —lim, 1, f'(x) = igj‘j, potfebujeme pro spoji-
tost funkce f’ volit parametry tak, aby f/(£1) = i% To je ekvivalent{
sinh 1
B+2C +3D+4F = , B+3D =0,
cosh 1 o ih 1
sinh 1 2C + AE = S
B—-2C+3D —4F = — . :
+ cosh 1 cosh 1
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(iii)

(iv)

Protoze spojitost funkce a spojitost derivaci je feSena vySe, soustfedime se na
problém lokélnich extrému. Nejdiive si muzeme mozny tvar funkce f zjednodusit.
Pouzitim podminek z prvnich dvou kroku zjistime

B=D=0 oo = Sl g
cosh 1

Vzorec pro derivaci f na (—1,1) se tedy zjednodusi

inh 1
Sl . —4E+4Ex2)

f'(x) = 2Cx + 4E2® = 2(2C + 4Ea”) = x <

sinh 1
=4F 21— = .
z(x ( 4Ecosh1>>

Vné intervalu (—1,1) je f' # 0. Extrémy (lokdln{) muze tedy nabyvat pouze v
(—1,1). Pokud maji byt extrémy ti, musi mit polynom vyse t¥i kofeny v intervalu
(—1,1). To je mozné jediné, pokud

sinh 1 sinh 1
E>0 & (14Ecosh1)>0 <« E>4cosh1

COs

Pokud F spliuje tuto podminku a konstanty A, B,C,D spliuji vyse uvedené

podminky, potom mé funce v bodech z = +4/1 — ; gii’fsil ostra lokalni i globalni
minima a v bodé x = 0 ostré lokalni maximum.
Spojitost druhych derivaci. Uz vime, ze
cosh x
pro |z| > 1,

" L cosh1
Fiw) = sinh 1
cosh 1

—4F +12E2*  prox € (—1,1).

Pokud maji byt spojité i druhé derivace, musi platit:

5o 1_ sinh 1
8 8coshl
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[10] 3. Naleznéte primitivn{ funkei na R

/ 202 + x4+ 1
L N
(2 =2z +5)2

Néapovéda: Namisto Eulerovych substituci je mozné pouzit napt. © = 1 4 2sinhy.

ResSeni:

Funkce je na R spojita, proto musi mit primitivni funkci. Integral nejdfive upravime
222 1 2z —1)2+5(x—1)+4 4(2551)° 45251 12
F::/ f;le :/@c )+12(x4l)+ dx:/ () w55 +2
(22 — 2z +5)2 (z=1)2+4)2 ((%1)24_1)2
z—1

Pro vypocet integralu zvolime substituci #5= = sinhy, nebo-li x = 1 + 2sinhy. Funkce

sinh zobrazuje prosté R na R. Navic mdme dz = 2 coshy dy. Celkem tedy (pouzijeme i
vzorec cosh? y = 1 4 sinh? y)

P 4sinh? y 4 5sinhy + 2
V14 sinh?y

= 8/sinh2ydy+ 10 coshy + 4y

2coshydy = /851nh2y+ 10sinhy + 4 dy

Zbyvajici integrdl spocitdme pomoci integrace per partes (pouzijeme (sinhy)’ = coshy
a (coshy)’ = sinhy)

/sinh2 ydy = / sinh y(coshy)’ dy = sinhy coshy — /cosh2 ydy
= sinh y coshy — / 1 +sinh?ydy = sinhycoshy — y — /sinh2 ydy,
coz po prevedeni na jednu stranu dava
/sinh2 ydy = % (sinhy coshy —y).
Nyni vSe dosadime zpét a ziskdame

F:8/sinh2ydy+1OCoshy+4y:4(Sinhycoshyfy)+1OCoshy+4y

= 2coshy(2sinhy + 5) = 2(2sinhy + 5)1/1 + sinh® y
z—1 z—1\?
:2<(2( 5 >+5)) 1+< ) +C=(x+4)Va2-2x+5+C

2

Pro uplnost jesté uvedeme vypocet za pomoci Eulerovy substituce, ktery je vsak velice
narocny. Uvedeme pouze jednu cestu. Vyuzijeme tUpravu

z—1)\2 | ra—1
F_/4( )+ 553 +2dx

(=52 +1)°
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ktera ”vybizi”k substituci u = ”—51, cozvede k x =14 2u a dr = 2du a

4u? 2
F = / Y +5u—|— 2 du.
u2+1

Nym’ pouZijeme substituci vVu?+1 = —u + t. Potom u = Co1l gdu = £81dt a

2t 22
/ 241
+ L= 2t

t22421 242

4(f2—1) 4582149
F:/ 2t 2t +1d

2
2_q 2_q
4(G5) 5l +2
=92 dt

2 1\2 2
:/2(t ?, 5(t 1)+%dt

3 2
2 5
:/5+t—3—t—2+2tdt

1 5 4 -1t +1 t2+1
=245t — — + - 1
P E T Ty o 10

=duvu?+1+10vVu?+1=2Q2u+5)vu?+1
=(x+4)Vz2-2x+5+C

Varovani: Zde Eulerova substituce nakonec vedla k ”rozumnému”rozkladu na parcialni
zlomky. Je to v8ak zpusobeno velmi vhodnou volbou substituce. Pfi jiné (a principelné
mozné) Eulerové substituci by se mohl vypocet podstatné zkomplikovat.
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[8} 4. Vysetfete prubeh funkce (definiéni obor Dy, intervaly spojitosti, limity v krajnich bodech Dy, priseciky
s osami, intervaly monotdnie, lokdlni a globdlni extrémy, obor hodnot f, limity derivaci v krajnich bodech
Dy, intervaly konvexity/konkavity funkce f, inflexnf body, asymptoty, detailn{ graf)

f(z) := arctan <xff_1) .

Reseni:
Defini¢ni obor funkce f je R, funkce je licha, spojita a omezend. Spocteme limity v oo

lim f(z) = arctan(0) = 0.

z—+o0

Dale spocteme nejdiive prvni dvé derivace

o) = 1 ( 2z )’_ 1 2(2?+1)—4a?
- 2 2 B 42 2 2
1+ (xz?il) v Lt @ipe (@ +1)
C 202 41) — 42 2(1—a?)
(@24 1)2 4422wt 622+ 1
') = —dz(z* + 627 + 1) — 2(1 — 2%)(42® + 122) iz xt—22% -7
N (z* + 622 +1)2 (2t 4622 4+ 1)2

(22 =1 —/8)(2? — 14+ /8)

—4
v (2% + 622 + 1)2

Vidime, ze na intervalech (—oo, —1) a (1, 00) je derivace zapornd a ze na intervalu (—1, 1)
je kladn4. Proto je funkce klesajici na intervalu (—oo, —1), rostouci na intervalu (—1,1)
a klesajici na intervalu (1,00). Vzhledem ke spoc¢tenym limitdm v +oo, tedy vidime, ze

v bodé x = —1 ma fukce globalni minimum a to f(—1) = —7%, v bodé x = 1 mé funkce
globalni maximum a to f(1) = 7.

Obdobné pro druhou derivaci vidime, 7e je kladnd na intervalech (—v/1++/8,0) a
(V14 +/8,00) a zdporna na intervalech (—oo, —v/14/8) a (0,v/1 + v/8). Funkece je
tedy konvexn{ na intrvalech (—v/1++/8,0) a (v/14 1/8,00) a konkavn{ na intervalech
(—o0,—V1+4++8) a (0,v/1+v8). Body =0 a x = £/1 + /8 jsou inflexni.
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Obrazek 1: Graf funkce f



