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Kazdy krok musi byt podrobné zduvodnén. Pokud pouzijete néjaké tvrzeni z prednasky, neza-
pomeiite ovérit predpoklady.

Jméno a piijment: Cvicici:
Priklad 1 2 3 4 Body
Maximum bodu 5 6 9 10 30

Ziskané body

1. Pro kterd a,b € R existuje vlastni nenulova limita pro

L := lim x“(f/x3+3x—1—\/x2+b>.

T—r 00

Pokud existuje, limitu L urcete.

Reseni:

Nejdrive limitu upravime

M+ 3 L 1+4
lim$a<€/ﬂ?3+3x—1—\/x2+b>:lim \/ R \/ @

T—00 r—00 r—a—1
gy VLAt
y—04 yatl ’

1) Pomoci ’Hospistalova pravidla: Limita ¢itatele je nula. Proto, aby celkova li-
mita byla kone¢nad a nenulovéd, musi platit minimélné a > —1. Potom pujde pouzit
I'Hospitalovo pravidlo a pokracujeme, za predpokladu, ze limita v pravo existuje (i ne-

vlastni)
(vitae—v) - (Vitwe)
B ygr& (yett)
oy 307952y ) —by(L 4 by)
y—04 (a+1)ye
gy (L3 -y 52— y) — b1+ by?)
y—04 (a+1)ye—1t

V pripadé, ze b # 2, je limita Citatele kone¢na a nenulova a pouzitim véty o aritmetice
limit dostaneme

=2 " lim
a+1y—04

l1—a

Pokud mé byt limita nenulové a kone¢néa, musi platit a = 1 a celkova limita je rovna

2—-0
L=——.
2
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Pokud b = 2, je limita c¢itatele rovna nule, proto i limita jmenovatele musi byt nula a
tedy minimalné musi platit ¢ > 1. V tom piipadé aplikujeme jesté jednou I’Hospitalovo
pravidlo a mame

(1+3 -yt -y —20+22)1)

Y0y (a+1)(ya—ty
o 3 =y (43— ) T2 ) (dy — 20°) + dy(L 4+ 27)
y—0y (a+1)(a—1)y*—2

—(1+3y> —y*) 5
2

- (1+3y° —y*) 32— y)d—2y) —4(1 +2y%) 2
y—04 (a+1)(a — 1)yo— '

(a+1)(a—1)ys=?

Prvni limita je kone¢nd a nenulova pouze pokud a = 2. Vtom ptipadé pak pro celkovou
limitu plati

— lim —(1+32—y®) "8 (1432 —¢®) IRy —2y) — 41 + 2072

y%0+ 3 3y_1

Celkem tedy mame dvé volby

2—0b 1

V jinych pifpadech je bud limita nulovd nebo nevlastni.
Pomoci vzorecku pro A% — BS: Pfipomene si, ze
A5 — B® = (A - B)(A° + A*B+ A®B? + A’B® + AB* + B®).
Zadefinujeme
A= YA+37 =P,
B := /(14 by?)3.

a upravujeme

Y1 +3y2 — 3 — 1+ by? V(T +3y2 —y3)2 — Y1+ by?)3
lim = lim
y—04 yotl y—04 yotl
(A— B)(A> + A*B + A3B? + A?B3 + AB* 4 B°)

= 1' - §
yg& ya+1(A5+A4B+A3B2+A233+AB4+BS)
. AS-—pBS 1
= lim — lim
y=0; Yo+l =0, (A5 + ATB + ABB? + A2B3 + AB* + BY)
b, O3y —9?)? - (b 1 (6-3b) =2y +y7(9 - 36°) — 6y” 4+ b7yl +y°
— 6 y—04 ya+1 - 6 y—0y ya—l

a zbytek plyne z diskuze vyse.
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Pomoci Taylorova rozvoje: Pripomene si, ze

VIFz=142 -4z,

8
2
\3/1—|—z:1—|—§—%+0(z2).

Dosadime a pocitame

lim /1+3y2 —y3 — /14 by?

Y04 ya+1
Ly 7oy’ B (3% — 1)) — (14 %2 — B0 1 o((by?)?))
= yi%i ya+1
3_ Fy— 242 b2 2

T s w0

Y0, ya—l
T e whalut)

y—04 yo—t

a zbytek uz je opét stejny.




(6]

NOFY151, 2024-2025 Pocetni ¢ast 10. tnora 2025

2. Bud A € R libovolné. Pro jaka b € R plat{ (v zdvislosti na A)

; 372
e wsin(2r—a®) _ cos(2x + 2°) + Asinh(z® — 2*) — Tx = o(|z|®) pro z — 0?
Reseni:
Oznacme
5 372
flz)=e"" sin(2z—a%) _ cos(2z + %) + Asinh(z® — 2*) — 633

Nejdiive pfipomeneme Taylorovy rozvoje dotyénych funkci v okoli nuly:

2 3 4

Y _ y .y . ¥y 4
eV =1+y+ > —|-3!—|—4! +o(y),
Z/3 4
siny =y — 5y +o(y"),
2 4
Yy Yy
cosy:1—§+g+o(y4),
P
sinhy:y+§+o(y4).

Postupnym dosazenim tedy ziskame

2 .. 2 2 3.3 2
. f % — 2 —
oo sin(2o—a?) _ 1 _ rsin(2z — ) + z”sin”(2z —2%)  2”sin®(2z — 27) + ozt sin® (22 —
2 3!
(2z — 22)3

—1-u <(2xm2) TR +0(934)>

2

o ((290 gy B ) g!x2)3>2 +o(2”)

2 5, 4t 5 5
=1-22"+=x +?—2x + o(z?)
+22% — 225 + o(2®)

102
:1—2x2+x3+%—4x5+0(az5).

Podobné o -
2 2
Cos(2x+x2):1—(x—;x) +(x—£'a:) + o(z®)
422 + 2t 4+ 42® 162 + 322°
—1_ x+x+x+ T+ x+0(x5)
2 4!
4 Ax®
:1—2x2—2m3+x—+i+0(:€5)
6 3
a

sinh(z® — 2%) = 23 — 2* + o(2®)
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Dohromady tedy dostavame

i 1 4 4 45
f(m)—1—2x2+x3+(?—4x5—<1—2x2—2x3+5”6+g)
372t

6

16 5 5
=3+ A 32" — 36:13" — Azt 4 o(2®)

+ Az — 2t) — + o(z°)

Vidime tedy, ze f(x) = o(|z|?) pro  — 0 pro vSechna

b 3 pokud A # -3,
5 pokud A = -3.
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[9] 3. Naleznéte primitivn{ funkci na R

/4sinx+3cosx+3
T
3cosx +4sinx + 7

Reseni:

Integrand je spojitd 2m-periodicka funcke. Primitivni funkce bude tedy existovat na celém
R. Najdeme nejifve primitivn{ funkci na intervalu (—m, ) a poté ji rozsiiime na celé R
pomoci nalepovani. Zvolime substituci

2dt _ 2t 1—¢2
:m, Slnxzm, COS.’II:m.
Pokud F' oznac¢ime primitivni funkci, potom méame

2
F_/4sinx+3005x—|—3d _/413;2-1-3%;;24-3 2dt

3cosx+4sinx + 7 v 3}J—r§§+4 2t L7142

t= tang, r = 2arctant, dx

1+4t2

_/ 16t + 12 dt_/ 16t + 12 it
) (2B =32+ 8t +T+T7t2) ) (1+12)(412 + 8t + 10)

et [
) 142 224445 ) 14142 3(ﬁ(t+1))2+1

V3
= 2arctant — % arctan M
3 V3

2(tanZ +1
T — ¥ arctan <\[(a\nf;+)> +C.

Totot je primitivn{ funkce na jakémkoliv intervalu (—m + 2kw, 7 + 2k7). Abychom ziskali
primitivni funkci na R, provedeme nalepovani. Nase primitivni funkce bude tvaru

F(r)=z— 2\3/6 arctan (W

Zafixujeme Cj a urc¢ime rekurentni vztah pro Cy z podminky na spojitost F', tedy

) + C na (—m + 2km, 7 + 2km)

lim F(z) = lim F(x),
z—(m4+2k7) z—(m+2(k+1)7)+
coz je
2(tan % +1
b 2 26 et (Y2
z— (m+2km)_ 3 \/§

2v/6 V2 (tan £ 4 1)
— li - arctan | ——2—2 | +C
PN RIS PR T ( V3 T

coz vede k podmince

— 21 = Ck:CO—Qk’iT<\gé—1>.

2v6
Cry1=Ck — \gﬁ
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[10} 4. Vysetfete prubeh funkce (definiéni obor Dy, intervaly spojitosti, limity v krajnich bodech Dy, priseciky
s osami, intervaly monotdnie, lokdlni a globdlni extrémy, obor hodnot f, limity derivaci v krajnich bodech
Dy, intervaly konvexity/konkavity funkce f, inflexnf body, asymptoty, detailn{ graf)

f(z) :=1n|e* —e® — " 4 g

Reseni:
Nejdiive upravime
e —et —e"t e =(e")? —(e+ 1) +e= (e —1)(e” —e).
Vidime, ze kofeny jsou z =0 a x = 1 a tedy vidime, Ze
In(e** —e* —e*™ 4 e)  proz € (—o00,0)U(1,00),
fe) = {ln(—e% +e” e —e) proz e (0,1).

Defini¢ni obor funkce f je R\ {0,1}, funkce neni liché, sudd ani periodicka. Je spojitd
na definiénim oboru. Spoc¢teme limity v 00, v 0 a v 1.

xli_}In f(x) = o0,
Jim  f(z) =1,
tim f(x) = lim f(z) = —oc

Déle spocteme prvni dvé derivace

26230 — e’ — ew-‘rl B eac(2eac —1— (:’)
62 — v —entl | 22 —ev —ertl 4 ¢
f”(:c) . (4621’ — et — ex+1)(62x —e% —ertl 4 e) — (262”” e ez+1)(262z et €I+1)
= (621 —er — ex+1 + 6)2

eBm _ 631+1 + 462m+1 _ em+1 _ €m+2

f(x) = sign(e®® — e® — et +¢)

(62:1: —eT — e:r:+1 + 6)2

2 .
(e+1) (e“’ - eii) + 6(661_11)2
(e2w —eT — eerl + 6)2

= _eI

Spocteme limity prvni derivace v krajnich bodech definiéniho oboru.

lim f(x) =2,
im  f(x) =0,
A S =l S = e
A3, S0 = g, Jw) = —o

Jediny nulovy bod derivace je

e+1
z=1In .
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Urcime jesté znaménko derivace:

f'(x) <0 na(—00,0)U (In((e +1)/2),1),

f'(z) >0 na (0,In((e+1)/2)) U(1,00).
Vidime tedy, Ze na intevalech (—00,0) a In((e+1)/2) je funkce klesajici a na intervalech
(0,In((e+1)/2)) a 1, 00) rostouci. Vzhledem ke spocitanym limitdm v krajnich bodech
vidime, ze obor hodnot je R a ze v bodé In(e 4+ 1)/2 nabyva funkce lokdlni maximum a

to
f(n((e +1)/2)) = 2In(e — 1)/2 < 0.

Globdlni extrémy funkce nema. Druhd derivace je vzdy zdporna, proto je funkce konkavni
na intervalech (—o0,0), (0,1) a (1, 00). Uréime jesté asymptotu v +00. V —o0 je to zejmeé

y=1.
Pro +o00 poc¢itdme (pfipomenime, ze asymptota jeve tvaru y = 2z + ¢, kde
c= lim f(z) -2z = lim Ine** —e” —e*™! 4 ¢ —Ine®
T—00 T—00

= lim In (1 —e T e 4 617230) =Inl=0.
Tr— 00

Asymptota je tedy
Yy = 2z.
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Obrazek 1: Graf funkce f



