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Každý krok muśı být podrobně zd̊uvodněn. Pokud použijete nějaké tvrzeńı z přednášky, neza-
pomeňte ověřit předpoklady.

Jméno a př́ıjmeńı: Cvič́ıćı:

Př́ıklad 1 2 3 4 Body

Maximum bod̊u 5 6 9 10 30

Źıskané body

1.[5] Pro která a, b ∈ R existuje vlastńı nenulová limita pro

L := lim
x→∞

xa
(

3
√
x3 + 3x− 1−

√
x2 + b

)
.

Pokud existuje, limitu L určete.

Řešeńı:

Nejdř́ıve limitu uprav́ıme

lim
x→∞

xa
(

3
√
x3 + 3x− 1−

√
x2 + b

)
= lim

x→∞

3

√
1 + 3

x2 − 1
x3 −

√
1 + b

x2

x−a−1

= lim
y→0+

3
√
1 + 3y2 − y3 −

√
1 + by2

ya+1
.

1) Pomoćı l’Hospistalova pravidla: Limita čitatele je nula. Proto, aby celková li-
mita byla konečná a nenulová, muśı platit minimálně a > −1. Potom p̊ujde použ́ıt
l’Hospitalovo pravidlo a pokračujeme, za předpokladu, že limita v pravo existuje (i ne-
vlastńı)

= lim
y→0+

(
3
√

1 + 3y2 − y3
)′

−
(√

1 + by2
)′

(ya+1)′

= lim
y→0+

(1 + 3y2 − y3)−
2
3 (2y − y2)− by(1 + by2)−

1
2

(a+ 1)ya

= lim
y→0+

(1 + 3y2 − y3)−
2
3 (2− y)− b(1 + by2)−

1
2

(a+ 1)ya−1

V př́ıpadě, že b ̸= 2, je limita čitatele konečná a nenulová a použit́ım věty o aritmetice
limit dostaneme

=
2− b

a+ 1
lim

y→0+
y1−a

Pokud má být limita nenulová a konečná, muśı platit a = 1 a celková limita je rovna

L =
2− b

2
.
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Pokud b = 2, je limita čitatele rovna nule, proto i limita jmenovatele muśı být nula a
tedy minimálně muśı platit a > 1. V tom př́ıpadě aplikujeme ještě jednou l’Hospitalovo
pravidlo a máme

= lim
y→0+

(
(1 + 3y2 − y3)−

2
3 (2− y)− 2(1 + 2y2)−

1
2

)′
(a+ 1)(ya−1)′

= lim
y→0+

−(1 + 3y2 − y3)−
2
3 − (1 + 3y2 − y3)−

5
3 (2− y)(4y − 2y2) + 4y(1 + 2y2)−

3
2

(a+ 1)(a− 1)ya−2

= lim
y→0+

−(1 + 3y2 − y3)−
2
3

(a+ 1)(a− 1)ya−2
− (1 + 3y2 − y3)−

5
3 (2− y)(4− 2y)− 4(1 + 2y2)−

3
2

(a+ 1)(a− 1)ya−3
.

Prvńı limita je konečná a nenulová pouze pokud a = 2. Vtom př́ıpadě pak pro celkovou
limitu plat́ı

= lim
y→0+

−(1 + 3y2 − y3)−
2
3

3
− (1 + 3y2 − y3)−

5
3 (2− y)(4− 2y)− 4(1 + 2y2)−

3
2

3y−1

= −1

3
.

Celkem tedy máme dvě volby

b ̸= 2, a = 1 =⇒ L =
2− b

2
b = 2, a = 2 =⇒ L = −1

3
.

V jiných př́ıpadech je bud’ limita nulová nebo nevlastńı.

Pomoćı vzorečku pro A6 −B6: Připomene si, že

A6 −B6 = (A−B)(A5 +A4B +A3B2 +A2B3 +AB4 +B5).

Zadefinujeme

A := 6
√
(1 + 3y2 − y3)2,

B := 6
√

(1 + by2)3.

a upravujeme

lim
y→0+

3
√
1 + 3y2 − y3 −

√
1 + by2

ya+1
= lim

y→0+

6
√
(1 + 3y2 − y3)2 − 6

√
(1 + by2)3

ya+1

= lim
y→0+

(A−B)(A5 +A4B +A3B2 +A2B3 +AB4 +B5)

ya+1(A5 +A4B +A3B2 +A2B3 +AB4 +B5)

= lim
y→0+

A6 −B6

ya+1
lim

y→0+

1

(A5 +A4B +A3B2 +A2B3 +AB4 +B5)

=
1

6
lim

y→0+

(1 + 3y2 − y3)2 − (1 + by2)3

ya+1
=

1

6
lim

y→0+

(6− 3b)− 2y + y2(9− 3b2)− 6y3 + b3y4 + y6

ya−1

a zbytek plyne z diskuze výše.
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Pomoćı Taylorova rozvoje: Připomene si, že

√
1 + z = 1 +

z

2
− z

8
+ o(z2),

3
√
1 + z = 1 +

z

3
− z2

9
+ o(z2).

Dosad́ıme a poč́ıtáme

= lim
y→0+

3
√
1 + 3y2 − y3 −

√
1 + by2

ya+1

= lim
y→0+

1 + 3y2−y3

3 − (3y2−y3)2

9 + o((3y2 − y3)2)− (1 + by2

2 − (by2)2

8 + o((by2)2))

ya+1

= lim
y→0+

3−y
3 − (3y−y2)2

9 − ( b2 − b2y2

8 + o(y2)

ya−1

= lim
y→0+

−y
3 − 2−b

2 + o(y)

ya−1

a zbytek už je opět stejný.
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2.[6] Bud’ A ∈ R libovolné. Pro jaká b ∈ R plat́ı (v závislosti na A)

e−x sin(2x−x2) − cos(2x+ x2) +A sinh(x3 − x4)− 37x4

6
= o(|x|b) pro x → 0?

Řešeńı:

Označme

f(x) := e−x sin(2x−x2) − cos(2x+ x2) +A sinh(x3 − x4)− 37x4

6

Nejdř́ıve připomeneme Taylorovy rozvoje dotyčných funkćı v okoĺı nuly:

ey = 1 + y +
y2

2
+

y3

3!
+

y4

4!
+ o(y4),

sin y = y − y3

3!
+ o(y4),

cos y = 1− y2

2!
+

y4

4!
+ o(y4),

sinh y = y +
y3

3!
+ o(y4).

Postupným dosazeńım tedy źıskáme

e−x sin(2x−x2) = 1− x sin(2x− x2) +
x2 sin2(2x− x2)

2
− x3 sin3(2x− x2)

3!
+ o(x4 sin4(2x− x2))

= 1− x

(
(2x− x2)− (2x− x2)3

3!
+ o(x4)

)
+

x2

2

(
(2x− x2)− (2x− x2)3

3!

)2

+ o(x5)

= 1− 2x2 + x3 +
4x4

3
− 2x5 + o(x5)

+ 2x4 − 2x5 + o(x5)

= 1− 2x2 + x3 +
10x4

3
− 4x5 + o(x5).

Podobně

cos(2x+ x2) = 1− (2x+ x2)2

2!
+

(2x+ x2)4

4!
+ o(x5)

= 1− 4x2 + x4 + 4x3

2
+

16x4 + 32x5

4!
+ o(x5)

= 1− 2x2 − 2x3 +
x4

6
+

4x5

3
+ o(x5)

a
sinh(x3 − x4) = x3 − x4 + o(x5)
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Dohromady tedy dostáváme

f(x) = 1− 2x2 + x3 +
10x4

3
− 4x5 −

(
1− 2x2 − 2x3 +

x4

6
+

4x5

3

)
+A(x3 − x4)− 37x4

6
+ o(x5)

= (3 +A)x3 − 3x4 − 16

3
x5 −Ax4 + o(x5)

Vid́ıme tedy, že f(x) = o(|x|b) pro x → 0 pro všechna

b <

{
3 pokud A ̸= −3,

5 pokud A = −3.
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3.[9] Nalezněte primitivńı funkci na R ∫
4 sinx+ 3 cosx+ 3

3 cosx+ 4 sinx+ 7
dx

Řešeńı:

Integrand je spojitá 2π-periodická funcke. Primitivńı funkce bude tedy existovat na celém
R. Najdeme neǰŕıve primitivńı funkci na intervalu (−π, π) a poté ji rozš́ı̌ŕıme na celé R
pomoćı nalepováńı. Zvoĺıme substituci

t = tan
x

2
, x = 2arctan t, dx =

2dt

1 + t2
, sinx =

2t

1 + t2
, cosx =

1− t2

1 + t2
.

Pokud F označ́ıme primitivńı funkci, potom máme

F =

∫
4 sinx+ 3 cosx+ 3

3 cosx+ 4 sinx+ 7
dx =

∫
4 2t
1+t2 + 3 1−t2

1+t2 + 3

3 1−t2

1+t2 + 4 2t
1+t2 + 7

2dt

1 + t2

=

∫
16t+ 12

(1 + t2)(3− 3t2 + 8t+ 7 + 7t2)
dt =

∫
16t+ 12

(1 + t2)(4t2 + 8t+ 10)
dt

=

∫
2

1 + t2
− 4

2t2 + 4t+ 5
dt =

∫
2

1 + t2
− 1

3

4(√
2(t+1)√

3

)2
+ 1

dt

= 2arctan t− 2
√
6

3
arctan

(√
2(t+ 1)√

3

)

= x− 2
√
6

3
arctan

(√
2
(
tan x

2 + 1
)

√
3

)
+ C.

Totot je primitivńı funkce na jakémkoliv intervalu (−π+2kπ, π+2kπ). Abychom źıskali
primitivńı funkci na R, provedeme nalepováńı. Naše primitivńı funkce bude tvaru

F (x) = x− 2
√
6

3
arctan

(√
2
(
tan x

2 + 1
)

√
3

)
+ Ck na (−π + 2kπ, π + 2kπ)

Zafixujeme C0 a urč́ıme rekurentńı vztah pro Ck z podmı́nky na spojitost F , tedy

lim
x→(π+2kπ)−

F (x) = lim
x→(π+2(k+1)π)+

F (x),

což je

lim
x→(π+2kπ)−

x− 2
√
6

3
arctan

(√
2
(
tan x

2 + 1
)

√
3

)
+ Ck

= lim
x→(π+2(k+1)π)+

x− 2
√
6

3
arctan

(√
2
(
tan x

2 + 1
)

√
3

)
+ Ck+1,

což vede k podmı́nce

Ck+1 = Ck − 2
√
6π

3
− 2π =⇒ Ck = C0 − 2kπ

(√
6

3
− 1

)
.
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4.[10] Vyšetřete pr̊uběh funkce (definičńı obor Df , intervaly spojitosti, limity v krajńıch bodech Df , pr̊useč́ıky

s osami, intervaly monotónie, lokálńı a globálńı extrémy, obor hodnot f , limity derivaćı v krajńıch bodech

Df ′ , intervaly konvexity/konkávity funkce f , inflexńı body, asymptoty, detailńı graf)

f(x) := ln |e2x − ex − ex+1 + e|.

Řešeńı:

Nejdř́ıve uprav́ıme

e2x − ex − ex+1 − e = (ex)2 − (e+ 1)ex + e = (ex − 1)(ex − e).

Vid́ıme, že kořeny jsou x = 0 a x = 1 a tedy vid́ıme, že

f(x) =

{
ln(e2x − ex − ex+1 + e) pro x ∈ (−∞, 0) ∪ (1,∞),

ln(−e2x + ex + ex+1 − e) pro x ∈ (0, 1).

Definičńı obor funkce f je R \ {0, 1}, funkce neńı lichá, sudá ani periodická. Je spojitá
na definičńım oboru. Spočteme limity v ±∞, v 0 a v 1.

lim
x→∞

f(x) = ∞,

lim
x→−∞

f(x) = 1,

lim
x→0

f(x) = lim
x→1

f(x) = −∞.

Dále spočteme prvńı dvě derivace

f ′(x) = sign(e2x − ex − ex+1 + e)
2e2x − ex − ex+1

|e2x − ex − ex+1 + e|
=

ex(2ex − 1− e)

e2x − ex − ex+1 + e
,

f ′′(x) =
(4e2x − ex − ex+1)(e2x − ex − ex+1 + e)− (2e2x − ex − ex+1)(2e2x − ex − ex+1)

(e2x − ex − ex+1 + e)2

=
−e3x − e3x+1 + 4e2x+1 − ex+1 − ex+2

(e2x − ex − ex+1 + e)2

= −ex
(e+ 1)

(
ex − 2e

e+1

)2
+ e (e−1)2

e+1

(e2x − ex − ex+1 + e)2

Spočteme limity prvńı derivace v krajńıch bodech definičńıho oboru.

lim
x→∞

f ′(x) = 2,

lim
x→−∞

f(x) = 0,

lim
x→0−

f(x) = lim
x→1−

f(x) = −∞,

lim
x→0+

f(x) = lim
x→1+

f(x) = −∞.

Jediný nulový bod derivace je

x = ln
e+ 1

2
.
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Urč́ıme ještě znaménko derivace:

f ′(x) < 0 na (−∞, 0) ∪ (ln((e+ 1)/2), 1),

f ′(x) > 0 na (0, ln((e+ 1)/2)) ∪ (1,∞).

Vid́ıme tedy, že na intevalech (−∞, 0) a ln((e+1)/2) je funkce klesaj́ıćı a na intervalech
(0, ln((e+ 1)/2)) a 1,∞) rostoućı. Vzhledem ke spoč́ıtaným limitám v krajńıch bodech
vid́ıme, že obor hodnot je R a že v bodě ln(e+ 1)/2 nabývá funkce lokálńı maximum a
to

f(ln((e+ 1)/2)) = 2 ln(e− 1)/2 < 0.

Globálńı extrémy funkce nemá. Druhá derivace je vždy záporná, proto je funkce konkávńı
na intervalech (−∞, 0), (0, 1) a (1,∞). Urč́ıme ještě asymptotu v ±∞. V −∞ je to zejmě

y = 1.

Pro +∞ poč́ıtáme (připomeňme, že asymptota jeve tvaru y = 2x+ c, kde

c = lim
x→∞

f(x)− 2x = lim
x→∞

ln e2x − ex − ex+1 + e− ln e2x

= lim
x→∞

ln
(
1− e−x − e−x+1 + e1−2x

)
= ln 1 = 0.

Asymptota je tedy
y = 2x.
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Obrázek 1: Graf funkce f


