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Kazdy krok

musi byt podrobné zduvodnén. Pokud pouzijete néjaké tvrzeni z prednasky, neza-

pomeiite ovérit predpoklady.

Jméno a piijment: Cviéici:
Otézka 1 2 3 Body
Maximum bodu 6 6 8 20

Ziskané body

1. Bud {a,}5°, posloupnost.

a) Zadefinujte pojem podposloupnosti vybrané z posloupnosti {a,}32; a pojem
omezené posloupnosti.

b) Zformulujte Weierstrassovu vétu pro omezenou posloupnost.

¢) Zformulujte vétu o nabyvani globélnich extrému pro spojité funkce.

d) Ve

tu o nabyvani globalnich extrému dokazte.

2)

Reseni:

Bud {a,}22, posloupnost. Necht {ny}32; je rostouci posloupnost prirozenych
¢isel. Pak posloupnost {an, }72; nazveme posloupnosti vybranou z posloupnosti
{an}nis.

Posloupnost {a,}52; je omezend pravé tehdy, kdyz existuje konstanta C tak, ze
pro kazdé n € N plat{ |a,| < C.

7 kazdé omezené posloupnosti redlnych ¢isel lze vybrat konvergentni podposloup-
nost.

Spojita fukce na uzavieném intervalu nabyva globalni maximum i minimum.

Dikaz pouze pro globalni maximum. Uvazujme spojitou funkci f na uzavieném
intervalu [a, b]. Definujme S := sup,¢(, 4 f(7). Supremum existuje. Pokud S € R,

pak Vn 3z, € [a,b] tak, ze S — = < f(z,) < S. Pokud S = oo, pak Vn 3z, € [a,b]
tak, ze f(x,) > n. Tedy mame posloupnost {z,}52 ; spliujici

a<z, <b, lim f(z,)=2S5.
n— oo
Posloupnost {z,}52, je omezend a diky Weierstrassové vété muzeme vybrat kon-
vergentni podposloupnost. Existuje tedy {x,, }72, a zo € R tak, ze

lim z,, = o, lim f(z,,)=S.
k—o0 k—o00

Z véty o dvou policistech dostaneme zy € [a,b]. Konecné, protoze funkce f je
spojita na [a, b], muzeme pouzit Heineho vétu a ziskdme

flzo) = khj& flzp,)=S.

Suprema se tedy nabyva v bodé xg, coz je tedy bodem maxima.
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[6] 2. a) Definujte pojmy: primitivni funkce a zobecnénd primitivni funkce na otevieném
intervalu.

b) Zformulujte véty o substituci a vétu o integraci per partes.

¢) Vétu o integraci per partes dokazte.

a)

Reseni:

Bud I otevfeny interval a f : I — R funkce. Rekneme, ze F' je primitivni funkef k
f na I pravé tehdy, kdyz pro kazdé = € I plati F'(z) = f(x).

Rekneme, ze F je zobecnénou primitivni funkef k f na I, pokud existuje koneéns
mnozina K tak, ze pro kazdé x € I'\ K plati F'(z) = f(x).

Per partes: Bud' I interval a f,g : I — C spojité funkce takové, ze pro kazdé
x € I existujf vlastni f/(z),¢'(x). Potom plati

/ f(2)g(z) dz = f(z)g(z) - / f(2)d () de,

existuje-li alespoin jedna z primitivnich funkef vyse.

1. véta o substituci: Nechf F je primitivni funkei k f na intervalu I = (a,b).
Necht ¢ zobrazuje interval (a, 3) do (a,b) a pro kazdé t € (o, 3) existuje vlastni
¢'(t) . Potom F oy je primitivn{ funkce k f(o(t))¢’ () na intervalu (a, 8). Nebo-li

[ e @it = [ r)dl,

2. véta o substituci: Necht ¢ zobrazuje interval (a, 3) do (a,b) prosté a pro
kazdé t € (o, B) existuje vlastni a nenulova ¢’(t). Necht @ je primitivn{ funkce
k (fo )¢’ na (a,). Potom ® o ¢~ je primitivn{ funkce k f na intervalu (a,b).
Nebo-li

[t@de= [ fe®pe @,

Dukaz: Predpoklddejme nejdiive, ze existuje [ f/(x)g(x) dz. Tuto primitivn{ funkei
oznac¢ime H a plati tedy H' = f’g na I. Nyni musime tedy ukézat, ze fg — H je
primitivn{ funkce k f¢’ na intervalu I. Pouzijeme véty o derivaci souctu a soucinu
a dostaneme

(fg—H) =(f9)—H =fg+fd—fg=1rd,

coz jsme chteli ukéazat.

Druhy pripad, tj. pokud predpokldddme exitenci [ f(z)g'(x) dx se udéld obdobneé.
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3. Bud f: R — R funkce, kterd je konvexni na intervalu (a,b) a pro kazdé = € (a,b) existuje

vlastni derivace. Rozhodnéte o platnosti nasledujicich tvrzeni. Tvrzeni dokazte nebo uved'te
protipiiklad.
(i) f je spojitd a neklesajici funkce.
(ii) f nabyvé na [a,b] globaln{ extrémy.
(i) a<z<y<bd = f'(z) < f(y).

)
)
(iv) = € (a,b), [
)
)

(z) =0 = Vye(ab)f(y) = f(z).
(v) 2f((a+1b)/2) < f(a ) ()
(vi) 2f((a+1b)/2) < f(ay) + f(b-). (Zde f(ay) a f(b—) znaéi jednostranné limity.)
Reseni:
(i) NE: napf. f := —x je klesajici konvexni funkce.

(ii) NE: napf f := 2 na (0,1) a f(z) := —10 pro € R\ (a, b).

(iii) ANO: vezméme libovolné Z, § tak, ze < & < § < y. Potom jedna z ekvivalentnich
charakteristik konvexity 1ikd,ze

f(@) — f(=) < f(@) — (@) < fly) = f(©)
T—x T y—-T T Y-y

Protoze derivace existuji, muzeme provést limitni prechod

P@) = flay) = tim LEOZI@ 3 JO TG gy,

T4 Tr—x J—=y— y—vy
(iv) ANO: Pouzijeme krok (iii). A tedy pro a < ¢ <z < d < b méme f'(c) < f'(x) =

0 < f'(d). Funkce f je tedy nerostouci na intervalu (a, z) a neklesajici na intervalu
(z,b), coz dava kyzeny vysledek.

(v) NE: napf f(z) := 1 pro = € (a,b) a f(a) = f(b) = 0. Pak 2 = 2f((a + b)/2) >
fla)+ f(b) =

(vi) ANO: Funkce je konvexni na intervalu (a,b) a tedy pro z,y € (a,b) plati

2f((x+y)/2) < fz) + f(y).

Bud 0 < e < (b—a)/2 libovolné. Volme z :=a+¢, y := b — ¢, coz ddva

2f((a+0)/2) < flat+e)+ f(b—e).

Nyni sta¢i uvazovat ¢ — 0. Za predpokladu, ze limita zleva v bodé a a limita
zprava v bodé b existuji, dikaz je hotov. Existence limity bude plynout z monotonie
funkce f na pravém okoli bodu a a levém okoli bodu b. Skute¢né, pokud I :=
inf, f'(x) > 0, potom je funkce na celém intervalu neklesajici. Pokud je S :=
sup,, f'(z) <0, pak je funkce na celém intervalu nerostouci. Konecné, pokud I <
0 < S, pak existuje a < z < y < b tak, ze f'(z) < 0a f'(y) > 0. Z (iii) pak plyne,
ze [ je rostouci na levém okoli b a klesajici na pravém okoli a.




