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Každý krok muśı být podrobně zd̊uvodněn. Pokud použijete nějaké tvrzeńı z přednášky, neza-
pomeňte ověřit předpoklady.

Jméno a př́ıjmeńı: Cvič́ıćı:

Otázka 1 2 3 Body

Maximum bod̊u 6 6 8 20

Źıskané body

1.[6] Bud’ {an}∞n=1 posloupnost.

a) Zadefinujte pojem podposloupnosti vybrané z posloupnosti {an}∞n=1 a pojem
omezené posloupnosti.

b) Zformulujte Weierstrassovu větu pro omezenou posloupnost.

c) Zformulujte větu o nabýváńı globálńıch extrémů pro spojité funkce.

d) Větu o nabýváńı globálńıch extrémů dokažte.

Řešeńı:

a) Bud’ {an}∞n=1 posloupnost. Necht’ {nk}∞k=1 je rostoućı posloupnost přirozených
č́ısel. Pak posloupnost {ank

}∞k=1 nazveme posloupnost́ı vybranou z posloupnosti
{an}∞n=1.

Posloupnost {an}∞n=1 je omezená právě tehdy, když existuje konstanta C tak, že
pro každé n ∈ N plat́ı |an| ≤ C.

b) Z každé omezené posloupnosti reálných č́ısel lze vybrat konvergentńı podposloup-
nost.

c) Spojitá fukce na uzavřeném intervalu nabývá globálńı maximum i minimum.

d) Důkaz pouze pro globálńı maximum. Uvažujme spojitou funkci f na uzavřeném
intervalu [a, b]. Definujme S := supx∈[a,b] f(x). Supremum existuje. Pokud S ∈ R,
pak ∀n∃xn ∈ [a, b] tak, že S − 1

n < f(xn) ≤ S. Pokud S = ∞, pak ∀n∃xn ∈ [a, b]
tak, že f(xn) ≥ n. Tedy máme posloupnost {xn}∞n=1 splňuj́ıćı

a ≤ xn ≤ b, lim
n→∞

f(xn) = S.

Posloupnost {xn}∞n=1 je omezená a d́ıky Weierstrassově větě můžeme vybrat kon-
vergentńı podposloupnost. Existuje tedy {xnk

}∞k=1 a x0 ∈ R tak, že

lim
k→∞

xnk
= x0, lim

k→∞
f(xnk

) = S.

Z věty o dvou policistech dostaneme x0 ∈ [a, b]. Konečně, protože funkce f je
spojitá na [a, b], můžeme použ́ıt Heineho větu a źıskáme

f(x0) = lim
k→∞

f(xnk
) = S.

Suprema se tedy nabývá v bodě x0, což je tedy bodem maxima.
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2.[6] a) Definujte pojmy: primitivńı funkce a zobecněná primitivńı funkce na otevřeném
intervalu.

b) Zformulujte věty o substituci a větu o integraci per partes.

c) Větu o integraci per partes dokažte.

Řešeńı:

a) Bud’ I otevřený interval a f : I → R funkce. Řekneme, že F je primitivńı funkćı k
f na I právě tehdy, když pro každé x ∈ I plat́ı F ′(x) = f(x).

Řekneme, že F je zobecněnou primitivńı funkćı k f na I, pokud existuje konečná
množina K tak, že pro každé x ∈ I \K plat́ı F ′(x) = f(x).

b) Per partes: Bud’ I interval a f, g : I → C spojité funkce takové, že pro každé
x ∈ I existuj́ı vlastńı f ′(x), g′(x). Potom plat́ı∫

f ′(x)g(x) dx = f(x)g(x)−
∫

f(x)g′(x) dx,

existuje-li alespoň jedna z primitivńıch funkćı výše.

1. věta o substituci: Necht’ F je primitivńı funkćı k f na intervalu I = (a, b).
Necht’ φ zobrazuje interval (α, β) do (a, b) a pro každé t ∈ (α, β) existuje vlastńı
φ′(t) . Potom F ◦φ je primitivńı funkce k f(φ(t))φ′(t) na intervalu (α, β). Nebo-li∫

f(φ(t))φ′(t) dt =

∫
f(x) dx

∣∣
x:=φ(t)

.

2. věta o substituci: Necht’ φ zobrazuje interval (α, β) do (a, b) prostě a pro
každé t ∈ (α, β) existuje vlastńı a nenulová φ′(t). Necht’ Φ je primitivńı funkce
k (f ◦ φ)φ′ na (α, β). Potom Φ ◦ φ−1 je primitivńı funkce k f na intervalu (a, b).
Nebo-li ∫

f(x) dx =

∫
f(φ(t))φ′(t) dt

∣∣
t:=φ−1(x)

.

c) Důkaz: Předpokládejme nejdř́ıve, že existuje
∫
f ′(x)g(x) dx. Tuto primitivńı funkci

označ́ıme H a plat́ı tedy H ′ = f ′g na I. Nyńı muśıme tedy ukázat, že fg −H je
primitivńı funkce k fg′ na intervalu I. Použijeme věty o derivaci součtu a součinu
a dostaneme

(fg −H)′ = (fg)′ −H ′ = f ′g + fg′ − f ′g = fg′,

což jsme chteli ukázat.

Druhý pŕıpad, tj. pokud předpokládáme exitenci
∫
f(x)g′(x) dx se udělá obdobně.
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3.[8] Bud’ f : R → R funkce, která je konvexńı na intervalu (a, b) a pro každé x ∈ (a, b) existuje
vlastńı derivace. Rozhodněte o platnosti následuj́ıćıch tvrzeńı. Tvrzeńı dokažte nebo uved’te
protipř́ıklad.

(i) f je spojitá a neklesaj́ıćı funkce.

(ii) f nabývá na [a, b] globálńı extrémy.

(iii) a < x < y < b =⇒ f ′(x) ≤ f ′(y).

(iv) x ∈ (a, b), f ′(x) = 0 =⇒ ∀y ∈ (a, b) f(y) ≥ f(x).

(v) 2f((a+ b)/2) ≤ f(a) + f(b).

(vi) 2f((a+ b)/2) ≤ f(a+) + f(b−). (Zde f(a+) a f(b−) znač́ı jednostranné limity.)

Řešeńı:

(i) NE: např. f := −x je klesaj́ıćı konvexńı funkce.

(ii) NE: např f := x na (0, 1) a f(x) := −10 pro x ∈ R \ (a, b).

(iii) ANO: vezměme libovolné x̃, ỹ tak, že x < x̃ < ỹ < y. Potom jedna z ekvivalentńıch
charakteristik konvexity ř́ıká,že

f(x̃)− f(x)

x̃− x
≤ f(ỹ)− f(x̃)

ỹ − x̃
≤ f(y)− f(ỹ)

y − ỹ

Protože derivace existuj́ı, můžeme provést limitńı přechod

f ′(x) = f ′(x+) = lim
x̃→x+

f(x̃)− f(x)

x̃− x
≤ lim

ỹ→y−

f(y)− f(ỹ)

y − ỹ
= f ′(y−) = f ′(y).

(iv) ANO: Použijeme krok (iii). A tedy pro a < c ≤ x ≤ d < b máme f ′(c) ≤ f ′(x) =
0 ≤ f ′(d). Funkce f je tedy nerostoućı na intervalu (a, x) a neklesaj́ıćı na intervalu
(x, b), což dává kýžený výsledek.

(v) NE: např f(x) := 1 pro x ∈ (a, b) a f(a) = f(b) = 0. Pak 2 = 2f((a + b)/2) >
f(a) + f(b) = 0.

(vi) ANO: Funkce je konvexńı na intervalu (a, b) a tedy pro x, y ∈ (a, b) plat́ı

2f((x+ y)/2) ≤ f(x) + f(y).

Bud’ 0 < ε < (b− a)/2 libovolné. Volme x := a+ ε, y := b− ε, což dává

2f((a+ b)/2) ≤ f(a+ ε) + f(b− ε).

Nyńı stač́ı uvažovat ε → 0+. Za předpokladu, že limita zleva v bodě a a limita
zprava v bodě b existuj́ı, d̊ukaz je hotov. Existence limity bude plynout z monotonie
funkce f na pravém okoĺı bodu a a levém okoĺı bodu b. Skutečně, pokud I :=
infx f

′(x) ≥ 0, potom je funkce na celém intervalu neklesaj́ıćı. Pokud je S :=
supx f

′(x) ≤ 0, pak je funkce na celém intervalu nerostoućı. Konečně, pokud I <
0 < S, pak existuje a < x < y < b tak, že f ′(x) < 0 a f ′(y) > 0. Z (iii) pak plyne,
že f je rostoućı na levém okoĺı b a klesaj́ıćı na pravém okoĺı a.


