8]

NOFY151, 2024-2025 Teoreticka cast 20. ledna

Kazdy krok musi byt podrobné zduvodnén. Pokud pouzijete néjaké tvrzeni z prednasky, neza-
pomeiite ovérit predpoklady.

Jméno a piijment: Cvicici:
Otazka 1 2 3 Body
Maximum bodu 8 6 6 20

Ziskané body

1. Bud' f omezend funkce na intervalu [0, 1].

e Definujte pojem déleni intervalu [0, 1].

Definujte horni a dolni Riemannovy soucty pro funkci f.

Formulujte a dokazte tvrzeni o monotonii hornich a dolnich Riemannovych souctt.

Definujte horni a dolni Riemanniv integral a Riemannuv integral.

Spoctéte z definice Riemannova integralu

(R) /01 xdr.

e Ukazte z definice, ze Riemannuv integrél Dirichletovy funkce neexistuje.

Reseni:
e Délenim D intervalu [0,1] nazveme (n + 1) libovolnych ¢isel x;, ¢ = 0,...,n
splnujicich 0 =zg <21 < ..., Tp_1 < xp = 1.
e Oznacme m; := infyepy, | 4 f(x) a M; = inf,ciy, | 5,1 f(2). Dolni Riemanniv

soucet definujeme jako
n
s(D, f) =Y mi(wi — xi1)
i=1
a horni Riemannuv soucet definujeme jako

S(D, f) = ZMZ((EZ — xi,l).
=1

e Necht D je libovolné déleni. Nechf D’ je jeho zjemnéni. Potom plati
s(D, f) <s(D',f) < S(D', f) < S(D, f).
. Navic, necht D; a Dy jsou dvé jakdkoliv déleni, potom plati

s(D1, f) < S(Dq, f).
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Dokézeme prvni tvrzeni pro zjemnéni vzniklé pfidanim jednoho bodu (ptfidani
dalsich bodu se udéla obdobné). Necht D je déleni sestévaiici z bodil xg, ..., x,.
Necht déleni D" vznikne pfiddnim bodu y € (z;_1, ;). Protoze

inf  f(z) < min{ . inf  f(x), i[Iylf ]f(x)}

z€[z —1,25] z€lz;-1,Y] z€ly,z;
dostaneme
s(D, f) =Y miws — wio1) = Y milw; — xio1) +my(a; — x5-1)

i=1 i#]
= Zmz(xz —xi—1) +my(y —xj-1) + my(z; —y)

i#£]
< i(xi —xi—1) +  inf —zj_1)+ inf j
< gm (zi — wi1) e f@)(y —zj-1) ot f@)(z; —y)
=s(D', f).

Obdobné se dostane i nerovnsot pro horni soucty. Pro libovolna déleni Dy a Dy de-
fiujmeme zjemnéni D obou déleni jako D := D;UD,. Potom z pfedchozi nerovnosti
mame

s(D1, f) < s(D, f) < S(D, f) < s(Da, f).
e Horni a dolni Riemannuv integral jsou definovany nésledovné:
s 1
®) [ fa)do=igt S(D.). (R [ f(a)do =sups(D. ).
0 Jo_ D

Suprema a infima se uvazuji pfes libovolna délenf intervalu [0, 1].

e Spoctéte z definice Riemannova integralu

(R)/ledx.

Pokud ozna¢ime f(x) := z. Pro jakékoliv déleni pak dostaneme m; = z;_1 a
M; = x;. Dostaneme tak

s(D, f) = wia(wi — wio1), S(D,f) =Y wi(a; — zi1).
i=1 1=1
Nyni po jednoduchych tpravach mame:

n n
1
s(D, f) = infl(l’i —xi—1) = inflxi -z} = 3 fo —z; ) — (2 —wi1)”
i=1 i=1 '

=1
1 1 1 1¢ 1
- §(xi - x5) = 9 Z(xz —zi)’ = 573 Z(SUZ —z;1)? < 3
i=1 i=1
n n 1 n
S(D, f) = Z%‘(Ii —Ti-1) = 2%2 T Ti-1li = 5 fo — oy + (2 — 2im1)?
1=1 =1 1=1
1 1 o R 1
= 5(33% —a3) + 3 Z(% — i) = 3t3 Z(ml —zi1)? > 3

i=1 i=1
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Protoze
n

Z(xz -z 1) < Z |D|(x; — wi—1) = |D,
i=1

i=1

kde je norma déleni. Vidime, ze
1 1 ! 1
sD.) /5w SDH)Ng prolDl0 = (R)/ vdr =
0

e V pripadé Dirichletovy funkce plati m; = 0 a M; = 1 pro kazdé i = 1,...,n.
Proto jakykoliv spodni soucet je roven nule a tedy i spodni integral je roven nule.
Obdobné, horni soucet je roven jedné a tedy i horni integrél je rovne jedné.
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6] 2. e Zformulujte Lagrangeovu vétu o stfedni hodnoté a vétu dokazte.
e Bud f funkce na omezeném intervalu [a, b]). Zadefinujte pojem jednostrannné derivace
f'(ag).
e Necht existuje vlastni derivace f’(z) pro kazdé = € (a,b). Za jakych pfedpokladi plati
flat) = lim /()7

Tvrzeni dokazte.

e Uved'te piiklad funkce, pro kterou vyse uvedens rovnost neplati.

Reseni:

e Bud f € C([a,b]) takové, ze pro kazdé x € (a,b) existuje vlastni f’(z). Ptom
existuje £ € (a,b) takové, ze

I e,
Dikaz: Definujeme funkci F
F(a) = ()~ fa) - 1O D o)

Tato funkce je spojitd a navic spliuje F'(b) = F(a) = 0. Dle Roellovy véty tedy
mus{ existovat £ € (a,b) takové | ze F'(£) = 0. Pi{imy vypocet pak dévé

f() — fla
0=Fe) = 1) - LU
—a
Dtkay je hotov.
o Jednostrannd derivace je definovana jako
ooyl i @) = fla)
flag) == xllgﬂ r—a

e Je potieba pfidat predpoklad, ze lim,_,,, f'(x) existuje.
Diikaz: Bud z > a libovolné. Dle Lagrangeovy véty pak existuje £ € (a, z)

f(z) = f(a)

Tr—a

= f'(&)

Limitn{ pfechod x — a4 na levé strané vede k derivaci zprava v bodé a. Pokud
tedy existuje lim,_,,, f'(x) pak z vySe uvedené rovnosti plyne, Ze se musi rovnat

fay).

e Protipiiklad vyse uvedeného je napi f(x) = 22 sin(1/z) dodefinované v nule nulou.
Z definice mame f’(0) = 0. Ale f’(z) = 2zsin(1/x) — cos(1/z?). Tato funkce ale
nemad limitu v 0.
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[6] 3. Bud (a,b) omezeny interval a f definovana na (a,b). Definujte pojmy:

e f je spojitd na (a,b)

e f je stejnomérné spojitd na (a,d)
Rozhodnéte o platnosti nasledujicich tvrzeni. Tvrzeni bud’ dokazte, nebo uved'te protipiiklad.

(i) f je spojitd na (a,b) = f je omezend na (a,b)
(ii) f je spojitd a omezend na (a,b) = [ je stejnomérné spojitd na (a,b).

(iii) f je spojitd na (a,b) a existuji vlastni jednostranné limity lim, .o, f(z) alim,_;_ f(z)
= f je stejnomérné spojitd na (a,b).

(iv) f je stejnomérné spojitd na (a,b) = f nabyva na (a,b) globdln{ extrémy.

ResSeni:

Bud (a,b) omezeny interval a f definovand na (a,b). Definujte pojmy:
e f je spojitd na (a,b) <
Vg € (a,b) Ve > 036 > 0Vzx € (a,b) |z —xo| <0 = |f(z) — f(zo)| <e.
e f je stejnomérné spojitd na (a,b) <
Ve>030 >0Vx,y € (a,b) [z —y| <0 = |f(z)— f(y)| <e.

Rozhodnéte o platnosti nasledujicich tvrzeni. Tvrzeni bud dokazte, nebo uved'te pro-
tipiiklad.

(i) NE: napf funkce f(z) := 1/2 na intervalu (0, 1).

(ii) NE: napi. funkce f(z) := sin(1/z) na intervalu (0, 1). Definujme zy, 1= 51—, yj, :=
m. Potom |f(zx) — f(yx| = 2, ale |z — yg| < 1/k. Funkce tedy nemuze byt
stejnomérné spojita.

(iii) ANO: Pokud existuji jednostranné vlastni limity, muzeme funkci f dodefinovat v

bodech a a b
fla)i= Tim f@),  f() = lm f(a).

T—aq r—b_
Takto dodefinovana f je spojitd na [a,b]. Dle Cantorovy véty je i stejnomérné
Spojita.

(iv) NE: napt f(z) := . Potom sup,¢ o) f(#) =1 a inf,e(0,1) f(x) = 0. Ale funkce f
hodnot 0 a 1 nenabyvé na intervalu (0, 1).




