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Každý krok muśı být podrobně zd̊uvodněn. Pokud použijete nějaké tvrzeńı z přednášky, neza-
pomeňte ověřit předpoklady.

Jméno a př́ıjmeńı: Cvič́ıćı:

Otázka 1 2 3 Body

Maximum bod̊u 7 6 7 20

Źıskané body

1.[7] • Zformulujte Darbouxovu větu o nabývańı mezihodnot.

• Větu dokažte.

• Bud’ f spojitá reálná funkce zobrazuj́ıćı interval [0, 1] na [0, 1]. Dokažte, že existuje
x ∈ [0, 1] tak, že f(x) = x. Nápověda: Uvažujte funkci g(x) := x− f(x) a použijte výše dokázané.

Řešeńı:

• Darbouxova věta o nabývańı mezihodnot: Bud’ f ∈ C([a, b]). Bud’ f(a) ≤ f(b).
Potom pro každé γ ∈ (f(a), f(b)) existuje c ∈ (a, b) takové, že f(c) = γ.

• Důkaz: Můžeme předpokládat, že f(a) < f(b). Definujme množinu M := {x ∈
[a, b], f(x) < γ}. Protože f(a) < γ < f(b) a funkce je spojitá, existuje δ > 0 tak,
že [a, a+ δ) ⊂ M a M ∩ (b− δ, b] = ∅. Proto existuje

c := supM

a c ∈ (a, b). Ukážeme, že f(c) = γ.

Předpokládejme, že c ∈ M a tedy c muśı být maximem množiny M a tedy každé
x > c splňuje x /∈ M . Potom f(c) < γ ≤ f(x) pro každé x ∈ (c, b). Funkce je ale
spojitá a tedy f(c) < γ ≤ limx→c+ f(x) = f(c). To je ale spor.

Předpokládejme naopak že c /∈ M , tedy f(c) ≥ γ. Z definice suprema ale plyne,
že pro každé n ∈ N existuje xn ∈ M takové, že xn ∈ (c− 1/n, n). Potom tedy ale
f(xn) < γ. Ze spojitosti f , vlastnosti xn → c pro n → ∞ a Heineho věty źıskáme

f(c) ≥ γ ≥ f(xn) → f(c)

a tedy f(c) = γ.

• Uvažujme funkci g z nápovědy. Funkce je spojitá a proto nabývá všech mezihodnot.
Protože

g(0) = 0− f(0) ≤ 0, g(1) = 1− f(1) ≥ 0,

vid́ıme, že g(0) ≤ 0 ≤ g(1). Proto muśı existovat x ∈ [0, 1] takové, že g(x) = 0.
T́ım je d̊ukaz hotov.
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2.[6] Uvažujte funkci f(x) = esin x + tanx : (−π/2, π/2) → R.

• Dokažte, že existuje inverzńı funkce f−1 : R → (−π/2, π/2), která je C1(R).
• Zformulujte větu o derivaci inverzńı funkce, kterou jste použili, a větu dokažte. (Můžete
předpokládat spojitost inverzńı funkce)

• Spočtěte (f−1)′(1).

Řešeńı:

Uvažujte funkci f(x) = esin x + tanx : (−π/2, π/2) → R.

• Dokažte, že existuje inverzńı funkce f−1 : R → (−π/2, π/2), která je C1(R).
Funkce f je zcela jistě spojitá na (−π/2, π/2). Nav́ıc

f ′(x) = esin x cosx+
1

cos2 x
,

což je také spojitá funkce.

Nav́ıc f ′ > 0 na (−π/2, π/2) a tedy je rostoućı. Protože limx→−π
2 +

f(x) = −∞
a limx→π

2 −
f(x) = ∞, potom vid́ıme, že f zobrazuje (−π/2, π/2) prostě na R.

Protože, f ′ existuje a f−1 je spojitá (spojitost plyne z faktu, že f zobrazuje interval
na interval), bude existovat derivace inverzńı funkce, která splňuje

(f−1)′(y) =
1

f ′(f−1(y))

Spojitost (f−1)′ plyne z věty o spojitosti složeneé funkce, ze spojitosti f a spojitosti
f ′.

• Věta: Bud’ α, β > 0 a f takové, že f zobrazuje (−α+x, α+x) na (−β+ f(x), β+
f(x)). Nečht’ f−1 je spojitá v f(x) a necht’ existuje vlastńı a nenulová f ′(x). Potom

(f−1)(f(x)) =
1

f ′(x)
.

Důkaz: Protože f ′(x) ̸= 0, v́ıme, že existuje Pδ(x) tak, že pro každé z ∈ Pδ(x) plat́ı∣∣∣∣ |f(z)− f(x)|
|z − x|

∣∣∣∣ >≥ |f ′(x)|
2

> 0.

Pro z ∈ Uδ(x) pak můžeme smysluplně definovat pomocnou funkci

g(z) :=


z − x

f(z)− f(x)
pro z ∈ Pδ(x),

1

f ′(x)
pro z = x.

Z definice plyne, že g je spojitá v bodě x. Poté máme

(f−1)′(f(x)) = lim
y→f(x)

f−1(y)− f−1(f(x))

y − f(x)
= lim

y→f(x)

f−1(y)− x

f(f−1(y))− f(x)

= lim
y→f(x)

g(f−1(y)) =︸︷︷︸
g je spojitá v x

g( lim
y→f(x)

f−1(y)) =︸︷︷︸
f−1 je spojitá v f(x)

g(f−1(f(x)))

= g(x) =
1

f ′(x)
.
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• Nejdř́ıve si uvědomı́me, že 1 = f(0) =⇒ f−1(1) = 0. Poté jen stač́ı použ́ıt výše
uvedený vzorec:

(f−1)′(1) =
1

f ′(f−1)(1)
=

1

f ′(0)
=

1

esin 0 cos 0 + 1
cos2 0

=
1

2
.
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3.[7] 1 Zformulujte Bolzano–Cauchyovu podmı́nku pro posloupnosti a ukažte jej́ı ekvivalenci s
existenćı vlastńı limity.

2 Bud’ f definovaná na R, která pro každé x ∈ R splňuje f(x) ≤ f(x+ 1). Rozhodněte o
platnosti následuj́ıćıch tvrzeńı. Tvrzeńı bud’ dokažte, nebo uved’te protipř́ıklad.

(i) existuje L ∈ R∗ takové, že
L = lim

x→∞
f(x).

(ii) Pro každé x ∈ R existuje L ∈ R∗ takové, že

L = lim
n→∞

f(x+ n).

(iii) Bud’ f omezená na R. Potom plat́ı

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀m,n ∈ N, m, n > n0 =⇒ |f(n)− f(m)| ≤ ε.

Řešeńı:

1 Bud’ {an}∞n=1 posloupnost. Řekneme, že splňuje B-C podmı́nku právě tehdy, když
pro každé ε > 0 existuje n0 ∈ N takové, že pro každé n,m ∈ N, n,m > n0 plat́ı
|an − am| < ε.

Ukážeme, že (B-C) je ekvivalentńı tvrzeńı: existuje L ∈ R tak, že L = limn→∞ an.

Nejdř́ıve ukážeme, že existence limity implikuje (B-C). Protože

|an − am| ≤ |an − L|+ |am − L|,

je d̊ukaz zřejmý.

Ukážeme opačnou implikaci. Nejdř́ıve použijeme (B-C) s ε = 1. Pak určitě plat́ı
pro nějaké n0, že pro každé n > n0

|an − an0+1| ≤ 1

a tedy an je omezená od n0. Z Weierstrassovy věty tedy źıskáme existenci podpo-
sloupnosti, která má vlastńı limitu, nebo-li

L = lim
k→∞

ank
.

Nyńı
|an − L| ≤ |an − ank

|+ |ank
− L|

a tedy. Pro dané ε > 0 najdeme n0 tak, že |an − am| < ε/2 pokud n,m > n0 a
|ank

− L| < ε/2 pokud nk > n0. Prvńı nerovnost můžeme zajistit d́ıky (B-C) a
druhou nerovnost d́ıky existenci limity L.

2 (i) NE. Např funkce f(x) := 0 pro x ∈ R \ Z a f(x) = x pro x ∈ Z. Pro tuto
funkci limita neexistuje.

(ii) ANO. Pro každé x je posloupnost an := f(x+n) neklesaj́ıćı a má tedy limitu
(možno i nevlastńı).

(iii) ANO. Pokud zadefinujeme pospoupnost an := f(n) pak je to posloupnost
omezená a neklesaj́ıćı, muśı mı́t tedy vlastńı limitu. Protože má posloupnost
vlastńı limitu, muśı splňovat (B-C) podmı́nku, což je ve skutečnosti žádané
tvrzeńı.


