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Kazdy krok musi byt podrobné zduvodnén. Pokud pouzijete néjaké tvrzeni z prednasky, neza-
pomeiite ovérit predpoklady.

Jméno a piijment: Cviéici:
Otéazka 1 2 3 Body
Maximum bodu 7 6 7 20

1.

Ziskané body

e Zformulujte Darbouxovu vétu o nabyvani mezihodnot.
e Vétu dokazte.

e Bud f spojitd redlnd funkce zobrazujici interval [0,1] na [0,1]. Dokazte, zZe existuje

x € [0, 1] tak, ze f(ac) = x. Ndpovéda: Uvazujte funkci g(z) := z — f(z) a pouzijte vyse dokdzané.

Reseni:

e Darbouxova véta o nabyvani mezihodnot: Bud f € C([a,b]). Bud f(a) < f(b).
Potom pro kazdé v € (f(a), f(b)) existuje ¢ € (a,b) takové, ze f(c) =~.

e Dukaz: Muzeme predpoklddat, ze f(a) < f(b). Definujme mnozinu M := {z €
[a,b], f(z) < ~}. Protoze f(a) < v < f(b) a funkce je spojitd, existuje § > 0 tak,
ze la,a+6) C M a M N (b—46,b] = 0. Proto existuje

c:=supM

a c € (a,b). Ukdzeme, ze f(c) = 1.

Predpokladejme, ze ¢ € M a tedy ¢ musi byt maximem mnoziny M a tedy kazdé
x > ¢ spliuje ¢ ¢ M. Potom f(c) < v < f(x) pro kazdé x € (c,b). Funkce je ale
spojitd a tedy f(c) <y <limye, f(x) = f(c). To je ale spor.

Pfedpoklddejme naopak ze ¢ ¢ M, tedy f(c) > ~. Z definice suprema ale plyne,
ze pro kazdé n € N existuje x,, € M takové, ze z,, € (c — 1/n,n). Potom tedy ale
f(zn) < 7. Ze spojitosti f, vlastnosti z, — ¢ pro n — oo a Heineho véty ziskdme

fle)zy = flan) = fle)

a tedy f(c) =7.

e Uvazujme funkci g z ndpovédy. Funkce je spojitd a proto nabyva vsech mezihodnot.
Protoze

9(0)=0—f(0)<0, g(1)=1-f(1) =0,

vidime, ze g(0) < 0 < ¢(1). Proto musi existovat z € [0, 1] takové, ze g(z) = 0.
Tim je dikaz hotov.




(6]
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2. Uvazujte funkci f(z) = e¥"% + tanz : (—7/2,7/2) — R.

e Dokazte, 7e existuje inverzni funkce f=1: R — (—7/2,7/2), kterd je C*(R).

e Zformulujte vétu o derivaci inverzni funkce, kterou jste pouzili, a vétu dokazte. (Muzete
predpoklddat spojitost inverzni funkce)

e Spoctéte (f~1)(1).

Reseni:
Uvazujte funkci f(z) = "% +tanz : (—7/2,7/2) — R.
e Dokaite, 7e existuje inverzni funkce f~!: R — (—7/2,7/2), ktera je C'(R).

Funkee f je zcela jisté spojitd na (—m/2,7/2). Navic

f(z) = e cosz +

cos?
coz je také spojitd funkce.
Navic f' > 0 na (—7/2,7/2) a tedy je rostouci. Protoze limg 5 flx) = —c0
a lim, ,z f(z) = oo, potom vidime, ze f zobrazuje (—m/2,7/2) prosté na R.
Protoze, f' existuje a f~1 je spojitd (spojitost plyne z faktu, Ze f zobrazuje interval
na interval), bude existovat derivace inverzni funkee, ktera spliuje
1
W= s

)

Spojitost (f~1)" plyne z véty o spojitosti slozeneé funkce, ze spojitosti f a spojitosti

fl.
e Véta: Bud a, 3 > 0 a f takové, Ze f zobrazuje (—a+z,a+z) na (—=8+ f(x), 5+

f(x)). Necht f~1 je spojitd v f(x) a necht existuje vlastni a nenulova f’(x). Potom

“1y( (g 1
(I = iy
t

Dukaz: Protoze f'(z) # 0, vime, Ze existuJe

(2) -

2| o5
IZ*II

ak, ze pro kazdé z € Ps(x) plati

5 (@)
7ol

Pro z € Us(z) pak muzeme smysluplné definovat pomocnou funkei

7}%5 : ;(:c) pro z € Ps(x),
9(z) == 1
W pro z = x.

Z definice plyne, Ze g je spojitd v bodé x. Poté mame

) - (@) _ ) —=

—1\/ _ im — im
FVUG@) = T = i) f(F1) — f(@)
= lim 9(f () = 9( tim ) = g(f 1 (f(2)))
g je spojitd v = 71 je spojitd v f(w)
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e Nejdifve si uvédomime, ze 1 = f(0) = f~!(1) = 0. Poté jen staci pouzit vyse
uvedeny vzorec:

1y B 1 B 1 . 1 _1
(f)Q@) = FH)  f(0)  esinOcos0+ ﬁ 2
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[7] 3. 1 Zformulujte Bolzano—Cauchyovu podminku pro posloupnosti a ukazte jeji ekvivalenci s
existenci vlastni limity.

2 Bud f definovan4 na R, kters pro kazdé x € R splituje f(z) < f(x + 1). Rozhodnéte o
platnosti nésledujicich tvrzeni. Tvrzeni bud’ dokazte, nebo uved'te protipiiklad.

(i) existuje L € R* takové, ze
L= nggo f(x).
(ii) Pro kazdé x € R existuje L € R* takové, ze
L= lim f(z+n).
n—o0
(iii) Bud f omezena na R. Potom plati

Ve > 03ng € NVm,n € N, m,n>mnyg = |f(n) — f(m)|] <e.

Reseni:

1 Bud {a,}52; posloupnost. Rekneme, Ze spliiuje B-C podminku pravé tehdy, kdyz
pro kazdé € > 0 existuje ng € N takové, ze pro kazdé n,m € N, n,m > ng plati
lan — am| < €.

Ukdzeme, ze (B-C) je ekvivalentni tvrzeni: existuje L € R tak, ze L = lim, 00 @y,
Nejdifve ukdzeme, Ze existence limity implikuje (B-C). Protoze
|an - am' < |an - L| + ‘am - L‘v
je dukaz ziejmy.
Ukézeme opacnou implikaci. Nejdiive pouzijeme (B-C) s ¢ = 1. Pak urcité plati
pro néjaké ng, ze pro kazdé n > ng
lan — ang+1| <1

a tedy a, je omezend od ng. Z Weierstrassovy véty tedy ziskdme existenci podpo-
sloupnosti, kterd ma vlastni limitu, nebo-li

L= lim ay,.
— 00

Nyni

|an — L| < |an — an, | + [an, — L]
a tedy. Pro dané ¢ > 0 najdeme ng tak, ze |a, — an,| < €/2 pokud n,m > ng a
lan, — L] < €/2 pokud ny > ng. Prvni nerovnost mizeme zajistit diky (B-C) a
druhou nerovnost diky existenci limity L.

2 (i) NE. Napt funkce f(x) := 0 pro x € R\ Z a f(z) = x pro « € Z. Pro tuto
funkci limita neexistuje.

(ii) ANO. Pro kazdé z je posloupnost a,, := f(x 4+ n) neklesajici a mé tedy limitu
(mozno i nevlastni).

(iii) ANO. Pokud zadefinujeme pospoupnost a, := f(n) pak je to posloupnost
omezena a neklesajici, musi mit tedy vlastni limitu. Protoze méa posloupnost
vlastni limitu, musi spliovat (B-C) podminku, coz je ve skute¢nosti zddané
tvrzeni.




