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Každý krok muśı být podrobně zd̊uvodněn. Pokud použijete nějaké tvrzeńı z přednášky, neza-
pomeňte ověřit předpoklady.

Jméno a př́ıjmeńı: Cvič́ıćı:

Otázka 1 2 3 Body

Maximum bod̊u 7 7 6 20

Źıskané body

1.[7] • Zformulujte obě věty o limitě složené funkce.

• Věty pečlivě dokažte.

• Bud’ R Riemannova funkce. Rozhodněte, zda existuj́ı následuj́ıćı limity a pokud ano,
určete jejich hodnotu:

lim
x→π

6

R(sinx), lim
x→ 1

2

sin(R(x)), lim
x→0

R

(
1

2
+ x sin

(
1

x

))
.

Bez d̊ukazu můžete použ́ıt všechna tvrzeńı o Riemannově funkci dokázaná na přednášce.
Nápověda: Riemannova funkce je definována jako

R(x) :=


0 pro x ∈ (0, 1) \ Q,

1

q
pro x =

p

q
kde p, q ∈ N jsou nesoudělná a p < q.

Řešeńı:

Nejdř́ıve zformulujeme věty o limitě složené funkce. Vše zformulujeme v jedné obecné
větě:

Bud’ f, g : R → R, tak, že

lim
x→x0

f(x) = A, lim
y→A

g(y) = B. (A)

Potom
lim

x→x0

g(f(x)) = B,

pokud plat́ı alespoň jedna ze dvou následuj́ıćıch podmı́nek:

1 existuje Pδ∗(x0) takové, že pro každé x ∈ Pδ(x0) plat́ı f(x) ̸= A;

2 plat́ı g(A) = B.

Důkaz: Dı́ky (A) v́ıme, že

∀ε1 > 0 ∃δ1 > 0 x ∈ Pδ1(x0) =⇒ f(x) ∈ Uε1(A), (A1)

∀ε2 > 0 ∃δ2 > 0 y ∈ Pδ2(A) =⇒ g(y) ∈ Uε2(B). (A2)

Naš́ım ćılem je ukázat

∀ε > 0 ∃δ > 0 x ∈ Pδ(x0) =⇒ g(f(x)) ∈ Uε(B). (A3)
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Pro dané ε > 0 pevné, tedy nejdř́ıve voĺıme ε2 := ε v (A2). K tomu najdeme δ2 > 0 tak,
že pokud y ∈ Pδ2(A), pak g(y) ∈ Uε(B). Nyńı v (A1) voĺıme ε1 := δ2 a pak můžeme
naj́ıt δ1 > 0 tak, že pokud x ∈ Pδ1 , pak f(x) ∈ Uδ2(A).

Je tedy vidět, že pokud f(x) ̸= A, pak plat́ı, že f(x) ∈ Pδ2(A) a tedy g(f(x)) ∈ Uε.
Nicméně fakt, že f(x) ̸= A pokud x ∈ Pδ(x0) plyne z předpokladu [1] zvoleńım δ :=
min{δ1, δ∗}.
V př́ıpadě, kdz předpokládáme [2], pokud f(x)A, pak g(f(x)) = g(A) = B a tedy neńı,
co řešit.

Lmity: Z přednášky v́ıme, že
lim
y→y0

R(y) = 0

pro každé y0 ∈ (0, 1).

Potom tedy v́ıme, že
lim
x→π

6

R(sinx) = 0,

protože sin je prostá funkce v okoĺı π/6 a tedy můžeme použ́ıt variantu [1] z předchoźı
věty. (Pozor, chybná by byla úvaha limx→π

6
R(sinx) = R(limx→π

6
sinx) = R(1/2) = 1/2)

Podobně
lim
x→ 1

2

sin(R(x)) = 0,

protože sin je spojitá funkce.

Naopak ale, na

lim
x→0

R

(
1

2
+ x sin

(
1

x

))
nelze použ́ıt ani [2] (R neńı spojitá), ani [1] (protože pro jakékoliv okoĺı Pδ(0) existuje
x ∈ Pδ(0) tak, že

1
2 + x sin

(
1
x

)
= 1

2 . Ukážeme, že posledńı limita neexistuje. Definujme

xn :=
1

2nπ
, yn :=

1
π
2 + 2nπ

.

Vid́ıme, že xn → 0 a yn → 0 a Potom tedy

lim
n→∞

R

(
1

2
+ xn sin

(
1

xn

))
= lim

n→∞
R

(
1

2

)
=

1

2
,

ale i

lim
n→∞

R

(
1

2
+ yn sin

(
1

yn

))
= lim

n→∞
R

(
1

2
+

1
π
2 + 2nπ

)
= lim

y→ 1
2

R (y) = 0.

a vid́ıme, že p̊uvodńı limita nemůže existovat.
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2.[7] • Zadefinujte zobecněný Newton̊uv integrál.

• Zformulujte větu o rovnosti zobecněného Newtonova integrálu a Riemannova integrálu
a větu dokažte.

• Nalezněte funkce f, g : (0, 1) → R takové, že

existuje (N )

∫ 1

0

f(x) dx a neexistuje (R)

∫ 1

0

f(x) dx,

neexistuje (N )

∫ 1

0

g(x) dx a existuje (R)

∫ 1

0

g(x) dx.

Řešeńı:

• Zobecněný Newton̊u integrál: Bud’ f : (a, b) → R. Řekneme, že F je zobecněná
primitivńı funkce k f na (a, b) pokud F ∈ C((a, b)) a pokud existuje konečná
množina K tak, že pro každé x ∈ (a, b) \K plat́ı F ′(x) = f(x). Potom definujeme

(N )

∫ b

a

f(x) dx = lim
t→b−

F (t)− lim
u→a+

F (u),

má li pravá strana smysl.

• Věta: Pokud zobecněný Newton̊uv integrál a Riemann̊uv integrál funkce f na (a, b)
existuj́ı, pak jsou si rovny.

Důkaz: Existuje zobecněná primitivńı funkce F tak, že F ′(x) = f(x) pro x ∈
(a, b) \K, kde K je konečná. Stejně tak, z vlastnosti Riemannova integálu plyne,
že pro každé ε > 0 existuje děleńı D′ tak, že

s(D′) > (R)

∫ b

a

f(x) dx− ε, S(D′) < (R)

∫ b

a

f(x) dx+ ε.

Definujme zjemněńı D := D ∪ K. Potom použijeme Lagrangeovu větu o středńı
hodnotě nafunkci F (ta je spojitá a má derivaci ve všech bodech kromě množiny
K)

F (xj)− F (xj−1) = f(ξj)(xj − xj−1), pro nějaké ξj ∈ (xj−1, xj)

a

(N )

∫ b

a

f(x) dx =

n∑
j=1

F (xj)− F (xj−1 =

n∑
j=1

f(ξj)(xj − xj−1)

{
≤ S(D) ≤ S(D′),

≥ s(D) ≥ s(D′)
≤ (R)

∫ b

a

f(x) dx+ ε,

≥ (R)

∫ b

a

f(x) dx− ε.

Nakonec můžeme položit ε → 0+ a d̊ukaz je hotov.
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• Za funkci f stač́ı volit f(x) := 1√
x
. Potom, jakýkoliv horńı Riemann̊uv součet je

roven nekonečnu a tedy Riemann̊uv integrál neexistuje. Na druhou stranu

(N )

∫ 1

0

1√
x
dx = lim

x→1−
2
√
x− lim

x→0+
2
√
x = 2.

Funkci g pak stač́ı volit např. tak, aby byla monotónńı, protože pak má Riemann̊uv
integrál, ale aby neměla zobecněnou primtivńı funkci. Volme body xn := 1− 2−n

pro n ∈ N ∪ {0}. Volme funkci

g(x) := xn pokud x ∈ [xn, xn+1]

Tato funkce je neklesaj́ıćı a má tak Riemann̊uv integrál na (0, 1). Na druhou stranu
potenciálńı primitivńı funkce nemůže mı́t derivaci v bodech xn, kterých je ale
nekonečně.
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3.[6] • Zadefinujte pojem Taylor̊uv polynom stupně n pro funkci f v bodě x0.

• Zformulujte a dokažte větu o Lagrangeově tvaru zbytku.

• Odvod’te tvar Taylorova polynomu stupně 4 v bodě x0 = 0 funkce g(x) :=
√
1 + x

a odvod’te i Lagrange̊uv tvar zbytku.

• Spočtěte
√

3
2 s chybou menš́ı než 1/1000.

Řešeńı:

• Bud’ funkce f definovaná na okoĺı x0, pro kterou existuje f (n](x0). Taylor̊uv poly-
nom stupně n pro funkci f v bodě x0 definujeme jako

Pn(x) :=

n∑
i=0

f (i)(x0)

i!
(x− x0)

i

• Věta o Lagrangeově tvaru zbytku: Bud’ f ∈ Cn([x0, x]) a pro každé ξ ∈ (x0, x)
necht’ existuje vlastńı f (n+1)(ξ). Potom pro Rn+1(x) := f(x) − Pn(x) plat́ı, že
existuje ξ ∈ (x0, x) takové, že

Rn+1(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1.

Důkaz: Definujme pomocnou funkci F (t) := f(x) −
∑n

i=0
f(i)(t)

i! (x − t)i. Potom
Rn+1(x) = F (x0) a F (x) = 0. Derivace F je

F ′(t) = −

(
n∑

i=0

f (i)(t)

i!
(x− t)i

)′

= −
n∑

i=0

f (i+1)(t)

i!
(x− t)i +

n∑
i=1

f (i)(t)

(i− 1)!
(x− t)i−1

= −f (n+1)(t)

n!
(x− t)n

Nyńı pro funkćı ϕ(t) := (x − t)n+1 použijeme Cauchyovu větu o středńı hodnotě
následovně: existuje ξ ∈ (x0, x)

−Rn+1(x) = F (x)− F (x0) =
F ′(ξ)

ϕ′(ξ)
(ϕ(x)− ϕ(x0)) = −

f(n+1)(ξ)
n! (x− ξ)n

(n+ 1)(x− ξ)n
(x− x0)

n+1)

− f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1,

což je kýžený závěr.

• Postupně spoč́ıtáme několik derivaćı funkce g

g′(x) =
1

2
(1 + x)−

1
2 , g′′(x) = −1

2

1

2
(1 + x)−

3
2 , g′′′(x) =

1

2

1

2

3

2
(1 + x)−

5
2 . . .

g(n)(x) =
(−1)n+1(1 + x)

−2n+1
2

2n
Πn−1

i=0 (2i− 1)
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Po dosazeńı bude tedy Taylor̊uv polynom ve tvaru

P4(x) = 1 +
1

2
x− 1

8
x2 +

1

16
x3 − 5

27
x4 +R5(x)

kde pro nějaké ξ ∈ (1, x)

R5(x) =
(1 + ξ)−

9
2 3 · 5 · 7

255!
x5 ≤ 7

28
x5.

• Dosazeńım x = 1
2 do výše uvedeného máme√
3

2
= g(

1

2
) = 1 +

1

22
− 1

25
+

1

27
− 5

213
+

(1 + ξ)−
9
2 7

213
,

kde ξ ∈ (0, 1/2). Posledńı člen je menš́ı než 1/1000 a máme tedy hotovo.


