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Kazdy krok musi byt podrobné zduvodnén. Pokud pouzijete néjaké tvrzeni z prednasky, neza-
pomeiite ovérit predpoklady.

Jméno a piijment: Cvicici:
Otazka 1 2 3 Body
Maximum bodu 7 7 6 20

Ziskané body

1. e Zformulujte obé véty o limité slozené funkce.
e Véty peclivé dokazte.
e Bud R Riemannova funkce. Rozhodnéte, zda existuji nasledujici limity a pokud ano,
urcete jejich hodnotu:

1 1
lim R(sinz), lim sin(R(z)), lim R <2 + zsin (w>) .

T w—)% z—0

Bez dukazu muzete pouzit vSechna tvrzeni o Riemannové funkci dokdzand na prednéasce.
Népovéda: Riemannova funkce je definovéna jako

0 pro z € (0,1)\ Q,
R(z) := {

1
- pro x = p kde p, g € N jsou nesoudélné a p < gq.
q q

Reseni:
Nejdiive zformulujeme véty o limité slozené funkce. Ve zformulujeme v jedné obecné
véte:

Bud f,g:R — R, tak, Ze

lim f(z) = A, lim g(y) = B. (A)

T—T0o y—A
Potom
lim g(f(z)) = B,

T—>T0o

pokud plati alespon jedna ze dvou nésledujicich podminek:
1 existuje Ps«(z¢) takové, ze pro kazdé x € Ps(xo) plati f(z) # A;
2 plati g(A) = B.

Dukaz: Diky (A) vime, ze

Ve > 036, >01'€P61("E0) = f(x)eUm(A)v (Al)
Veo > 0360 >0y € Ps,(A) = g(y) € U, (B). (A2)

Nasim cilem je ukazat

Ve>030 >0z € Ps(zg) = g(f(x)) € U(B). (As)
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Pro dané £ > 0 pevné, tedy nejdiive volime 5 := £ v (A3). K tomu najdeme d2 > 0 tak,
ze pokud y € Ps,(A), pak g(y) € Us(B). Nyni v (A1) volime &1 := d2 a pak muzeme
najit §; > 0 tak, ze pokud x € Pj,, pak f(x) € Us,(A).

Je tedy videét, ze pokud f(z) # A, pak plati, ze f(z) € Ps,(A) a tedy g(f(x)) € U..
Nicméné fakt, ze f(x) # A pokud z € Ps(zg) plyne z predpokladu [1] zvolenim § :=
min{dy, ox}.

V piipadé, kdz predpokladame [2], pokud f(x)A, pak g(f(z)) = g(A) = B a tedy neni,
co Tesit.

Lmity: Z prednasky vime, ze
lim R(y) =0
Y—Yo

pro kazdé yo € (0,1).

Potom tedy vime, ze

lim R(sinz) =0,

T F
protoze sin je prosta funkce v okoli 7/6 a tedy muzeme pouzit variantu [1] z piedchozi
véty. (Pozor, chybna by byla vaha lim, = R(sinz) = R(lim, =z sinx) = R(1/2) = 1/2)

Podobné
lim sin(R(x)) = 0,

1
z—1

1 1
lim R < + x sin ())
x—0 2 X

nelze pouzit ani [2] (R neni spojitd), ani [1] (protoze pro jakékoliv okoli Ps(0) existuje

x € Ps(0) tak, ze % + z sin (%) = % Ukazeme, Ze posledni limita neexistuje. Definujme

protoze sin je spojita funkce.

Naopak ale, na

1 1

Ty = —, = —
" 2nm Yn g + 2nm

Vidime, ze z, — 0 a y, — 0 a Potom tedy

. 1 . 1 . 1 1
B (2 s ()) =R (2) ~y

. 1 ) 1 L 1 1 . _
Jim 1 (5w (1)) JLH;OR<2+W> = =0

a vidime, Ze puvodni limita nemuze existovat.

ale i
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[7] 2. e Zadefinujte zobecnény Newtonuv integral.

e Zformulujte vétu o rovnosti zobecnéného Newtonova integralu a Riemannova integralu
a vétu dokazte.

e Naleznéte funkce f,g: (0,1) — R takové, ze
1 1
existuje (N)/ f(z)dx a neexistuje (R)/ f(z) dx,
0 0

1 1
neexistuje (N)/ g(x)dx a existuje (R)/ g(x) du.
0 0

Reseni:

e Zobecnény Newtont integral: Bud f : (a,b) — R. Rekneme, ze F je zobecnénd
primitivn{ funkce k f na (a,b) pokud F € C((a,b)) a pokud existuje konetnd
mnozina K tak, ze pro kazdé = € (a,b) \ K plati F'(z) = f(z). Potom definujeme

b
(N)/ f(z)dx = lim F(t) — lim F(u),

t—b_ U= a4

ma li prava strana smysl.

e Véta: Pokud zobecnény Newtonuv integral a Riemanntuv integral funkce f na (a,b)
existuji, pak jsou si rovny.

Dukaz: Existuje zobecnénd primitivni funkce F' tak, ze F'(x) = f(x) pro = €
(a,b) \ K, kde K je kone¢nd. Stejné tak, z vlastnosti Riemannova integalu plyne,
ze pro kazdé € > 0 existuje déleni D’ tak, ze

b b
s(D") > (R)/ fz)dx — ¢, S(D") < (R)/ f(z)dx +e.

Definujme zjemnéni{ D := D U K. Potom pouzijeme Lagrangeovu vétu o stfedni
hodnoté nafunkci F' (ta je spojitd a ma derivaci ve vSech bodech kromé mnoziny
K)

F(J?]) — F(Z‘j_l) = f(fj)(l‘] — 33‘]‘_1), pro néjaké fj S (ij_hxj)

b n " < <
(N)/a fz)de = ;F(xj) —Fzj1 = j;f(é“j)(% —aj-1) { > s(D) > s(D")
b
S(R)/ f(z)dx +e,

b
z(R)/ fla)da —e.

Nakonec muzeme polozit ¢ — 04 a dukaz je hotov.
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e Za funkci f staci volit f(z) := % Potom, jakykoliv horni Riemannuv soucet je
roven nekone¢nu a tedy Riemannuv integral neexistuje. Na druhou stranu

r—1_ z—04

1
(N)/O %dl’: lim 2y/z — lim 2z = 2.

Funkci g pak sta¢i volit napt. tak, aby byla monoténni, protoze pak mé Riemannuv
integral, ale aby neméla zobecnénou primtivni funkci. Volme body z, :=1—27"
pro n € NU {0}. Volme funkci

g(x) := x, pokud z € [, Tpi1]

Tato funkce je neklesajici a mé tak Riemannuv integrél na (0, 1). Na druhou stranu
potencialni primitivni funkce nemuze mit derivaci v bodech z,, kterych je ale
nekoneé¢né.
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had
°

Zadefinujte pojem Tayloruv polynom stupné n pro funkci f v bodé zg.

Zformulujte a dokazte vétu o Lagrangeové tvaru zbytku.

Odvod'te tvar Taylorova polynomu stupné 4 v bodé zg = 0 funkce g(z) := /1 +x
a odvod'te i Lagrangeuv tvar zbytku.

Spoctéte \/g s chybou mens{ nez 1/1000.

ResSeni:

e Bud funkce f definovana na okolf zg, pro kterou existuje f(*(z¢). Taylorav poly-
nom stupné n pro funkci f v bodé xg definujeme jako

— D (o) i
Py(z) =) 4 (@ — o)
i=0
e Véta o Lagrangeové tvaru zbytku: Bud f € C"([zg,x]) a pro kazdé & € (g, )
necht existuje vlastni f**+1(¢). Potom pro R, 1(x) := f(z) — P,(x) plati, ze
existuje & € (xg, x) takové, ze

_ f(n+1) (g) n+1
Rn_t,.l(l') = W(ﬂf — :CO) .
Ditkaz: Definujme pomocnou funkei F(t) := f(z) — >0, %(m — t)t. Potom
R, 41(x) = F(x0) a F(x) = 0. Derivace F je

n (i) A\’ (i) o @) .
F/(t):— (Zf '(t)(x_t)z> :_Zf +. (t)(x—t)z-i-z f (t) (m_t)z—l
=0

i! — i P (i —1)!
_ ) n
== @b
Nynf pro funkef ¢(t) := (x — t)"*! pouzijeme Cauchyovu vétu o stiedni hodnoté
nésledovné: existuje ¢ € (zg,z)

(n+1)
F'(€) f : () (x—&)"
f(n+1)(£) n+1
1) @
coz je kyzeny zaveér.
e Postupné spocitdme nékolik derivaci funkce g
, 1 1 " 11 _3 » 113 _s
= —(1 2 = ———(1 2 = ———(1 2 ..
J@)=30+07h @) =550+ @) = 5550+ a)

()" (4 a)~E
2n

9" (x) = 7 (20 = 1)

p—
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Po dosazeni bude tedy Tayloruv polynom ve tvaru

1 1 1 . 5
Py(z) =1+ 2%~ §x2 + 1—61:5 - ?x‘l + Rs(z)

kde pro néjaké £ € (1, x)

(1+6)7%3.5-7 7
Bslr) = 55— " < g5

e Dosazenim x = % do vyse uvedeného mame

kde £ € (0,1/2). Posledni ¢len je mensi nez 1/1000 a mame tedy hotovo.




