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Kazdy krok musi byt podrobné zduvodnén. Pokud pouzijete néjaké tvrzeni z prednasky, neza-
pomeiite ovérit predpoklady.

Jméno a piijment: Cviéici:
Otéazka 1 2 3 Body
Maximum bodu 8 6 6 20

Ziskané body

[8] 1. Bud {a,}2, posloupnost redlnych ¢isel. Zadefinujte pojmy

A) omezend posloupnost,
B) monoténni posloupnost,

C) posloupnost spliiujici Bolzanovu—Cauchyovu podminku.
Rozhodnéte o platnosti ndsledujicich tvrzeni. Tvrzeni bud dokazte, nebo najdéte protipiiklad.

1) posloupnost je monoténni = existuje vlastni lim, . a,

2) posloupnost je monoténni a omezend <= posloupnost spliiuje Bolzanovu—Cauchyovu
podminku

3) f : R — R je rostouci funkce a {a,}52, je posloupnost a existuje vlastni limita
lim,, o a, = existuje vlastni lim,, o f(an).

ResSeni:

A) {a,}22, je omezend <= existuje K € R takové, ze pro kazdé n € N plati
lan| < K

B) {a,}52; je monoténni (nerostouci, ¢i neklesajici - uvedeme definici neklesajici)
<= pro kazdé n € N plati a,, < apy1

C) {an}22; spliuje Bolzanovu—Cauchyovu podminku <= pro kazdé £ > 0 existuje
ng € N takové, ze pro kazdé n,m € N splaujici m,n > ng plati |a, — an| < €.

Platnost tvrzeni:

1) Neplati: napf. a, := n, pak lim, . a, = oo.
2) Implikace ” <= "neplati: napt. a,, = 1+ # Tato posloupnost neni monoténni,
ale pfesto splinuje B-C podminku.

Implikace 7 = ”plati: Predpoklddejme, Zze posloupnost je neklesajici. Protoze je
omezena, existuje L € R tak, Ze L := sup,,cy @n. Tedy z definice suprema vime,
ze ap < L pro kazdé n € N a také vime, ze pro kazdé € > 0 existuje ng takové, ze
Gn, > L — €. Protoze posloupnost je neklesajici, mame tedy, Ze pro kazdé n > ng
plati L > a,, > ap, > L —c atedy |L —a,| <e.
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Pouzitim trojihelnikové nerovnsoti pak dostaneme
|an, — am| < |L — ap| + |L — an|
a tedy neni tézké ovérit platnost B-C podminky.

Neplati: Uvazujme napi. funkei

x pro x <1,
flx) =
z+1 proz>1.

a posloupnost

(-1

n

an =1+

Funkee f je rostouci a limita lim, o a, = 1. Limita lim, _,« f(a,) ale neexistuje,
protoze

: . 1 1
klir& flagk) = kl;rgo fa+ 2k) hm 2+ %= =2,
1 1

lim 1— —1
ST A T

lim f(azk+1) = lim f(1 -
k—o0 k—o0

Limita tedy nemuze existovat.
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[6] 2. a) Definujte pojmy: primitivni funkce a zobecnénd primitivni funkce na otevieném
intervalu a definujte pojem Newtontuv integral.

b) Uvazujte funkci f : [—1, 1] — R definovanou ndsledovné (zde n € N)

1 1 1

— kudr € | ——,—,

n bokud & <n+1 n}
f(z):=<0 pokud z =0,

1 1 1

— kud -, ].

n poku 1:6[ o’ n+1’>

Rozhodnéte a zdavodnéte, zda existuji
1 1
W [ toe a ® [ e
—1 -1

¢) Pokud jste k dukazu existence pouzili néjakou vétu, tak ji zformulujte a peélivée
dokazte.

ResSeni:

a) Bud I otevieny interval a f : I — R funkce. Rekneme, ze F' je primitivni funkef k
f na I pravé tehdy, kdyz pro kazdé = € I plati F'(z) = f(x).
Rekneme, 7e F je zobecnénou primitivni funkei k f na I, pokud F je spojitd na I a
pokud existuje koneénd mnozina K tak, ze pro kazdé x € I'\ K plati F'(z) = f(x).

Newtonuv integrél je pak definofan nasledovné:

1
(N)/O f@)df = lim F(z)— lim F(x).

r—b_ T—a4

b) Newtonuv intefrdl neexistuje: Duvod je ten, ze f neméd zobecnénou primitivni
funkci. Vskutku, predpokladejme pro spor, ze f mé zobecnénou primitivni funkci
F. Bud zy := % pro néjaké n € N. Ukdzeme, ze F' nema derivaci v xg. Protoze
téctho bodu je nekone¢né, nemuze byt F' zobecnénd primitivni funkce. Pokud by
totiz F'(x¢) existovala, pak by muselo platit (protoze obé limity existujf):

1
Fl(zg)= lim F'(z)= lim T) =
( O) z—(xo) 4+ ( ) z—(0)+ f( ) n—1
ai ]
Fl(zg)= lim F'(z)= lim x) = =.
(o) ,m (z) , tim fla) =~

Riemannuv integrdl existuje: Duvod je ten, Ze f je nerostouci na [—1,0] a nekle-
sajici na [0, 1]. (Pouzijeme vétu zformulovanou v c).)

c) Véta: Bud a =ap < a; <...<a,=>.Bud f:(a,b) - R omezend a na kazdém
intervalu (a;_1,a;) pro i = 1,...,n monoténni. Potom existuje

(R) / ) da.
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Dtukaz: Nejdiive ukdzeme, ze pokud je f monoténni a omezend na intervalu, tak ma
i Riemannuv integrdl. Predpoklddejme tedy, Ze f je neklesajici. Potom evidentné
plati

sup  f(z) = f(zy) a inf  f(z) = f(zi-1).

TE[Ti—1,%4) T€[Ti—1,2;]
Pro jakékoliv déleni D dané body a = xg, z; < x, = b tedy méme

n

SD)= 3 f@)wi—wit)  a s(D)= 3 fli ) — i)

=1

a tedy i

n

S(D) = (D) = > (f(w:) = f(wi-1)) (@i — wim1).

i=1

K existenci (R) f: f(z) dz staci ukdzat, ze pro kazdé € > 0 existuje déleni D takové,
ze
S(D) —s(D) < e.

Budeme uvazovat pouze ekvidistantni déleni, tj. délen{ spliujici z; — z;—1 = (b —

a)/n. Potom
S(D) —s(D) = Z(f(xz) = f@ic))(@i —xim1) = b ; ¢ Z(f(xz) — f(xi-1))
i=1 =1
_ (b—a)(f(b) — fla))

Vidime tedy, ze pro dané ¢ > 0, sta¢{ uvazovat ekvidistantni{ déleni spliujici
podminku n > w.

Nyni tvrzeni zobecnime tak, abychom dostali znéni véty. K existenci Riemannova
integralu opét staci pro kazdé € > 0 najit déleni D takové, ze plati

S(D) —s(D) <e.

Bud e > 0 ddno. Oznacime K := supyc[q,p)|f(2)| a potom zvolime § := . Nyni
na intervalech (ag, a1 —9), (a1 +9,a2 —9), ... vime, ze Riemannuv integral existuje
(funkce je tam monoténni), proto muzeme najit déleni D; intervalu (a;—1+0, a; —0)
takova, ze .

S(D;) — s(D;) < o
Nakonec definujeme findlni déleni D jako sjednoceni vSech uvazovanych bodu vyse
a pak plati

S(D) = s(D) = 3 S(Di) = s(Dy)

z€[a;—5,a;+6] z€la;—6,a;+0

+Z< sup f()~ _inf ]f(x)> (ai +6 — (a; —9))
i=1
§§+46Kn§5,

¢imz je dikaz hotov.
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[6] 3. Necht f : (a,b) — R je redlnd funkce. Rozhodnéte o pravdivosti ndsledujicich tvrzeni
(uvazujte viechny implikace, kazdou implikaci bud dokazte nebo najdéte protiptiklad):

1) Funkce f ma v zo € (a,b) vlastn{ limitu <= existuje Ps(xo) na kterém je f omezena.

2) oo > f'(x) > 0 pro vSechna = € (a,b) < f je v (a,b) rostouci a v (a,b) existuje
vlastni f'(x).
3) Pro néjaké xo € (a,b) plati f'(xg) = 0 a f"(zg) >0 <= f méa v xo ostré lokalni
minimum a existuji vlastn{ f'(x¢) a f”(z0).

1

Reseni:

Implikace 7 = "plati: Z definice limity vime, Ze existuje L € R takové, ze
Ve >030 >0z € Ps(zg) = |f(x) —L|<e.

Zvolime-li £ := 1, muzeme k nému najit § > 0 takové, ze pro kazdé = € Ps(xo)
plat{ (pouzijeme i trojihelnikovou nerovnost)

lf(@)] < [f(z) = LI+ || <1+ L

a funkce je tedy omezend na Ps(zg).
Implikace ” <= "neplati: Uvazujme funkci f(z) = sin(1/z) na Ps(0). Tato funkce
je omezend, ale lim,_, sin(1/x) neexistuje.

Implikace ” == "plati: Bud a < < y < b. Pouzitim Lagrangeovy véty o stfedni
hodnoté ziskdme, ze pro néjaké £ € (z,y)

fly) = flz) = f'()(y —x) >0,

kde posledni nerovnost plyne z piedpokladu.

Implikace ” <= "neplati. Napi. f(z) = 2° je rostouci funkce, kterd m4 vsude

derivaci, ale f'(0) = 0.

Implikace 7 = "plati: Protoze
/ gt
lim f'(x) — f'(0) Zf//(iﬂo) >0,
T—T0 T — X

existuje Ps(xo) tak, ze pro kazdé x € Ps(zo) plati
(zo) _ ['(&) = f'(z0) _ ['(x)

2 = T — xg x—x9

"
O<f

kde jsme vyuzili fakt, ze f'(zo) = 0. Z vySe uvedené nerovnosti tedy plyne, ze
() > 0 na P (zo) a f'(x) < 0na P; (zg). Tedy funkce f je klesajici na P; (zo
é é 1)
a je rostouci na P;(x0). Funkce m4 tedy v zo lokdln{ ostré minimum.

4

Implikace ” <= "neplati. Napf. f(x) := z* md v 0 ostré minimum, ale f/'(0) =

£7(0) = 0.




