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Každý krok muśı být podrobně zd̊uvodněn. Pokud použijete nějaké tvrzeńı z přednášky, neza-
pomeňte ověřit předpoklady.

Jméno a př́ıjmeńı: Cvič́ıćı:

Otázka 1 2 3 Body

Maximum bod̊u 8 6 6 20

Źıskané body

1.[8] Bud’ {an}∞n=1 posloupnost reálných č́ısel. Zadefinujte pojmy

A) omezená posloupnost,

B) monotónńı posloupnost,

C) posloupnost splňuj́ıćı Bolzanovu–Cauchyovu podmı́nku.

Rozhodněte o platnosti následuj́ıćıch tvrzeńı. Tvrzeńı bud’ dokažte, nebo najděte protipř́ıklad.

1) posloupnost je monotónńı =⇒ existuje vlastńı limn→∞ an

2) posloupnost je monotónńı a omezená ⇐⇒ posloupnost splňuje Bolzanovu–Cauchyovu
podmı́nku

3) f : R → R je rostoućı funkce a {an}∞n=1 je posloupnost a existuje vlastńı limita
limn→∞ an =⇒ existuje vlastńı limn→∞ f(an).

Řešeńı:

A) {an}∞n=1 je omezená ⇐⇒ existuje K ∈ R takové, že pro každé n ∈ N plat́ı
|an| ≤ K

B) {an}∞n=1 je monotónńı (nerostoućı, či neklesaj́ıćı - uvedeme definici neklesaj́ıćı)
⇐⇒ pro každé n ∈ N plat́ı an ≤ an+1

C) {an}∞n=1 splňuje Bolzanovu–Cauchyovu podmı́nku ⇐⇒ pro každé ε > 0 existuje
n0 ∈ N takové, že pro každé n,m ∈ N splňuj́ıćı m,n > n0 plat́ı |an − am| ≤ ε.

Platnost tvrzeńı:

1) Neplat́ı: např. an := n, pak limn→∞ an = ∞.

2) Implikace ” ⇐= ”neplat́ı: např. an = 1+ (−1)n

n . Tato posloupnost neńı monotónńı,
ale přesto splňuje B-C podmı́nku.

Implikace ” =⇒ ”plat́ı: Předpokládejme, že posloupnost je neklesaj́ıćı. Protože je
omezená, existuje L ∈ R tak, že L := supn∈N an. Tedy z definice suprema v́ıme,
že an ≤ L pro každé n ∈ N a také v́ıme, že pro každé ε > 0 existuje n0 takové, že
an0 > L − ε. Protože posloupnost je neklesaj́ıćı, máme tedy, že pro každé n > n0

plat́ı L ≥ an ≥ an0 ≥ L− ε a tedy |L− an| ≤ ε.
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Použit́ım trojúhelńıkové nerovnsoti pak dostaneme

|an − am| ≤ |L− an|+ |L− am|

a tedy neńı těžké ověřit platnost B-C podmı́nky.

3) Neplat́ı: Uvažujme např. funkci

f(x) :=

{
x pro x ≤ 1,

x+ 1 pro x > 1.

a posloupnost

an := 1 +
(−1)n

n
.

Funkce f je rostoućı a limita limn→∞ an = 1. Limita limn→∞ f(an) ale neexistuje,
protože

lim
k→∞

f(a2k) = lim
k→∞

f(1 +
1

2k
) = lim

k→∞
2 +

1

2k
= 2,

lim
k→∞

f(a2k+1) = lim
k→∞

f(1− 1

2k + 1
) = lim

k→∞
1− 1

2k + 1
= 1.

Limita tedy nemůže existovat.
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2.[6] a) Definujte pojmy: primitivńı funkce a zobecněná primitivńı funkce na otevřeném
intervalu a definujte pojem Newton̊uv integrál.

b) Uvažujte funkci f : [−1, 1] → R definovanou následovně (zde n ∈ N)

f(x) :=



1

n
pokud x ∈

(
1

n+ 1
,
1

n

]
,

0 pokud x = 0,

1

n
pokud x ∈

[
− 1

n
,− 1

n+ 1
,

)
.

Rozhodněte a zd̊uvodněte, zda existuj́ı

(N )

∫ 1

−1

f(x) dx a (R)

∫ 1

−1

f(x) dx.

c) Pokud jste k d̊ukazu existence použili nějakou větu, tak j́ı zformulujte a pečlivě
dokažte.

Řešeńı:

a) Bud’ I otevřený interval a f : I → R funkce. Řekneme, že F je primitivńı funkćı k
f na I právě tehdy, když pro každé x ∈ I plat́ı F ′(x) = f(x).

Řekneme, že F je zobecněnou primitivńı funkćı k f na I, pokud F je spojitá na I a
pokud existuje konečná množina K tak, že pro každé x ∈ I \K plat́ı F ′(x) = f(x).

Newton̊uv integrál je pak definofán následovně:

(N )

∫ 1

0

f(x) df = lim
x→b−

F (x)− lim
x→a+

F (x).

b) Newton̊uv intefrál neexistuje: Důvod je ten, že f nemá zobecněnou primitivńı
funkci. Vskutku, předpokládejme pro spor, že f má zobecněnou primitivńı funkci
F . Bud’ x0 := 1

n pro nějaké n ∈ N. Ukážeme, že F nemá derivaci v x0. Protože
těctho bod̊u je nekonečně, nemůže být F zobecněná primitivńı funkce. Pokud by
totiž F ′(x0) existovala, pak by muselo platit (protože obě limity existuj́ı):

F ′(x0) = lim
x→(x0)+

F ′(x) = lim
x→(x0)+

f(x) =
1

n− 1

a i

F ′(x0) = lim
x→(x0)−

F ′(x) = lim
x→(x0)−

f(x) =
1

n
.

Riemann̊uv integrál existuje: Důvod je ten, že f je nerostoućı na [−1, 0] a nekle-
saj́ıćı na [0, 1]. (Použijeme větu zformulovanou v c).)

c) Věta: Bud’ a = a0 < a1 < . . . < an = b. Bud’ f : (a, b) → R omezená a na každém
intervalu (ai−1, ai) pro i = 1, . . . , n monotónńı. Potom existuje

(R)

∫ b

a

f(x) dx.
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Důkaz: Nejdř́ıve ukážeme, že pokud je f monotónńı a omezená na intervalu, tak má
i Riemann̊uv integrál. Předpokládejme tedy, že f je neklesaj́ıćı. Potom evidentně
plat́ı

sup
x∈[xi−1,xi]

f(x) = f(xi) a inf
x∈[xi−1,xi]

f(x) = f(xi−1).

Pro jakékoliv děleńı D dané body a = x0, xi < xn = b tedy máme

S(D) =

n∑
i=1

f(xi)(xi − xi−1) a s(D) =

n∑
i=1

f(xi−1)(xi − xi−1)

a tedy i

S(D)− s(D) =

n∑
i=1

(f(xi)− f(xi−1))(xi − xi−1).

K existenci (R)
∫ b

a
f(x) dx stač́ı ukázat, že pro každé ε > 0 existuje děleńıD takové,

že
S(D)− s(D) < ε.

Budeme uvažovat pouze ekvidistantńı děleńı, tj. děleńı splňuj́ıćı xi − xi−1 = (b −
a)/n. Potom

S(D)− s(D) =

n∑
i=1

(f(xi)− f(xi−1))(xi − xi−1) =
b− a

n

n∑
i=1

(f(xi)− f(xi−1))

=
(b− a)(f(b)− f(a))

n
.

Vid́ıme tedy, že pro dané ε > 0, stač́ı uvažovat ekvidistantńı děleńı splňuj́ıćı

podmı́nku n > (b−a)(f(b)−f(a))
ε .

Nyńı tvrzeńı zobecńıme tak, abychom dostali zněńı věty. K existenci Riemannova
integrálu opět stač́ı pro každé ε > 0 naj́ıt děleńı D takové, že plat́ı

S(D)− s(D) ≤ ε.

Bud’ ε > 0 dáno. Označ́ıme K := supx∈[a,b]|f(x)| a potom zvoĺıme δ := ε
8nK . Nyńı

na intervalech (a0, a1−δ), (a1+δ, a2−δ), . . . v́ıme, že Riemann̊uv integrál existuje
(funkce je tam monotónńı), proto můžeme naj́ıt děleńı Di intervalu (ai−1+δ, ai−δ)
taková, že

S(Di)− s(Di) ≤
ε

2n
.

Nakonec definujeme finálńı děleńı D jako sjednoceńı všech uvažovaných bod̊u výše
a pak plat́ı

S(D)− s(D) =

n∑
i=1

S(Di)− s(Di)

+

n∑
i=1

(
sup

x∈[ai−δ,ai+δ]

f(x)− inf
x∈[ai−δ,ai+δ]

f(x)

)
(ai + δ − (ai − δ))

≤ ε

2
+ 4δKn ≤ ε,

č́ımž je d̊ukaz hotov.
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3.[6] Necht’ f : (a, b) → R je reálná funkce. Rozhodněte o pravdivosti následuj́ıćıch tvrzeńı
(uvažujte všechny implikace, každou implikaci bud’ dokažte nebo najděte protipř́ıklad):

1) Funkce f má v x0 ∈ (a, b) vlastńı limitu ⇐⇒ existuje Pδ(x0) na kterém je f omezená.

2) ∞ > f ′(x) > 0 pro všechna x ∈ (a, b) ⇐⇒ f je v (a, b) rostoućı a v (a, b) existuje
vlastńı f ′(x).

3) Pro nějaké x0 ∈ (a, b) plat́ı f ′(x0) = 0 a f ′′(x0) > 0 ⇐⇒ f má v x0 ostré lokálńı
minimum a existuj́ı vlastńı f ′(x0) a f ′′(x0).

Řešeńı:

1) Implikace ” =⇒ ”plat́ı: Z definice limity v́ıme, že existuje L ∈ R takové, že

∀ε > 0 ∃δ > 0 x ∈ Pδ(x0) =⇒ |f(x)− L| < ε.

Zvoĺıme-li ε := 1, můžeme k němu naj́ıt δ > 0 takové, že pro každé x ∈ Pδ(x0)
plat́ı (použijeme i trojúhelńıkovou nerovnost)

|f(x)| ≤ |f(x)− L|+ |L| ≤ 1 + L

a funkce je tedy omezená na Pδ(x0).

Implikace ” ⇐= ”neplat́ı: Uvažujme funkci f(x) = sin(1/x) na Pδ(0). Tato funkce
je omezená, ale limx→0 sin(1/x) neexistuje.

2) Implikace ” =⇒ ”plat́ı: Bud’ a < x < y < b. Použit́ım Lagrangeovy věty o středńı
hodnotě źıskáme, že pro nějaké ξ ∈ (x, y)

f(y)− f(x) = f ′(ξ)(y − x) > 0,

kde posledńı nerovnost plyne z předpoklad̊u.

Implikace ” ⇐= ”neplat́ı. Např. f(x) = x3 je rostoućı funkce, která má všude
derivaci, ale f ′(0) = 0.

3) Implikace ” =⇒ ”plat́ı: Protože

lim
x→x0

f ′(x)− f ′(x0)

x− x0
= f ′′(x0) > 0,

existuje Pδ(x0) tak, že pro každé x ∈ Pδ(x0) plat́ı

0 <
f ′′(x0)

2
≤ f ′(x)− f ′(x0)

x− x0
=

f ′(x)

x− x0
,

kde jsme využili fakt, že f ′(x0) = 0. Z výše uvedené nerovnosti tedy plyne, že
f ′(x) > 0 na P+

δ (x0) a f ′(x) < 0 na P−
δ (x0). Tedy funkce f je klesaj́ıćı na P−

δ (x0)
a je rostoućı na P+

δ (x0). Funkce má tedy v x0 lokálńı ostré minimum.

Implikace ” ⇐= ”neplat́ı. Např. f(x) := x4 má v 0 ostré minimum, ale f ′(0) =
f ′′(0) = 0.


