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Každý krok muśı být podrobně zd̊uvodněn. Pokud použijete nějaké tvrzeńı z přednášky, neza-
pomeňte ověřit předpoklady.

Jméno a př́ıjmeńı: Cvič́ıćı:

Otázka 1 2 3 Body

Maximum bod̊u 6 6 8 20

Źıskané body

1.[6] 1. Zformulujte následuj́ıćı kritéria pro konvergence řad:

• Cauchyovo (odmocninové) kritérium (limitńı verzi),

• D’Alembertovo (pod́ılové) kritérium (limitńı verzi),

• Dirichletovo kritérium.

2. Uvažujte posloupnosti reálných č́ısel {an}∞n=1, {bn}∞n=1. Rozhodněte o pravdivosti následuj́ıćıch
tvrzeńı:

(a) Bud’ bn omezená. Potom

|an| ≤ en =⇒
∞∑

n=1

anbn
n!

konverguje.

(b) Bud’ bn monotónńı. Potom

an ∈ [n− π, n+ π], bn → 0 =⇒
∞∑

n=1

sin(an) bn konverguje.

(c) Bud’ bn monotónńı. Potom

an ∈
[
n− π

n2
, n+

π

n2

]
, bn → 0 =⇒

∞∑
n=1

cos(an) bn konverguje.

(d) Posloupnost {an}∞n=1 je nezáporná a rostoućı, a an ↗ 1. Potom

bn ≥ n

1− an
=⇒

∞∑
n=1

abnn konverguje.

Řešeńı:

1. Kritéria konvergence řad

• Odmocninové kritérium (Cauchyovo): Necht’ {an}∞n=1 je nezáporná posloup-
nost. Definujme

L := lim sup
n→∞

n
√
an = L.

Potom plat́ı:
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(i) Pokud L < 1, řada
∑∞

n=1 an konverguje.

(i) Pokud L > 1, řada
∑∞

n=1 an diverguje.

• Pod́ılové kritérium (d’Alembertovo): Necht’ {an}∞n=1 je nezáporná posloup-
nost a existuje

L := lim
n→∞

an+1

an
.

Potom plat́ı:

– Pokud L < 1, řada
∑∞

n=1 an konverguje.

– Pokud L > 1, řada
∑∞

n=1 an diverguje.

• Dirichletovo kritérium: Necht’ {an}∞n=1 je posloupnost reálných č́ısel taková, že
má omezenou posloupnost částečných součt̊u a {bn}∞n=1 je monotónńı posloupnost
reálných č́ısel splňuj́ıćı bn → 0. Potom řada

∑∞
n=1 anbn konverguje.

2. Platnost implikaćı:

(a) Pravdivé: Dı́ky předpoklad̊u stač́ı ukázat konvergenci řady

∞∑
n=1

en

n!
=:

∞∑
n=1

cn.

Na koeficienty cn použijeme pod́ılové kritérium

lim
n→∞

cn+1

cn
= lim

n→∞

en+1

(n+1)!
en

n!

= lim
n→∞

e

n+ 1
= 0.

Řada tedy konverguje.

(b) Nepravdivé: Zvoĺıme protipř́ıklad následuj́ıćım zp̊usobem. Protože interval [−π+
n, n + π] je interval délky 2π, můžeme naj́ıt an ∈ [−π + n, n + π] takové, že
an = π

2 + 2kπ pro nějaké k ∈ N. Voĺıme bn := 1
n . Potom

∞∑
n=1

sin(an) bn =

∞∑
n=1

1

n
,

což je harmonická řada a ta diverguje.

(c) Pravdivé: Nejdř́ıve řadu rozeṕı̌seme pomoćı součtových vzorc̊u pro sin a cos a
použijem větu o středńı hodnotě. Dále ξn ∈ [n− π/n2, n+ π/n2] a máme

∞∑
n=1

cos(an)bn =

∞∑
n=1

cos(n− (n− an))bn =

∞∑
n=1

cos(n) cos(n− an)bn +

∞∑
n=1

sin(n) sin(n− an))bn

=

∞∑
n=1

cos(n)(cos(n− an)− 1)bn +

∞∑
n=1

sin(n) sin(n− an))bn +

∞∑
n=1

cos(n)bn.



NOFY152, 2024–2025 Teoretická část 17. června

Nyńı, posledńı řada konverguje dle Dirichletova kritéria, nebot’ posloupnost cosn
má omezené částečné součty. Pro prvńı řadu plat́ı∣∣∣∣∣

∞∑
n=1

cos(n)(cos(an − n)− 1)bn

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

n=1

(1− cos(an − n)|bn| ≤ C

∞∑
n=1

(an − n)2

≤ C̃

∞∑
n=1

( π

n2

)2

a tato řada konverguje. Konečně pro druhou řadu použijeme velmi podobný odhad
a ta také konverguje, nebot’∣∣∣∣∣

∞∑
n=1

sinn sin(an − n)bn

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

n=1

| sin(an − n)||bn| ≤ C

∞∑
n=1

π

n2

a posledńı řada opět konverguje.

(d) Pravdivé: K d̊ukazu použijeme odmocninové kritérium a předpoklad na chováńı
posloupnosti bn

lim
n→∞

n

√
abnn = elimn→∞

bn
n ln an = elimn→∞

bn(an−1)
n

ln(1+(an−1))
an−1 =

1

elimn→∞
bn(1−an)

n

≤ 1

elimn→∞
n(1−an)
n(1−an)

=
1

e
< 1.

Řada tedy konverguje dle odmocninového kritéria.
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2.[6] Necht’ f, g : Rd → R jsou dvě funkce. Vyřešte následuj́ıćı úlohy.

(i) Definujte následuj́ıćı pojmy pro funkci f :

• parciálńı derivace,

• derivace ve směru,

• totálńı diferenciál.

(ii) Jakým zp̊usobem je (pokud existuje) reprezentován totálńı diferenciál funkce f? Dokažte.

(iii) Dokažte následuj́ıćı vztahy pro totálńı diferenciál funkćı f a g za předpokladu, že
všechny objekty existuj́ı

a) d(f + g) = df + dg

b) d(fg) = f dg + g df

c) d(f/g) =
g df − f dg

g2
, kde g(x) ̸= 0

(iv) Rozhodněte o pravdivosti následuj́ıćıch implikaćı a své rozhodnut́ı od̊uvodněte:

a) Pokud existuje df(x), potom existuj́ı derivace ve všech směrech.

b) Pokud existuj́ı derivace ve všech směrech, potom existuje df(x).

Řešeńı:

(i) Definice:

– Pro libovolné i = 1, . . . , d definujeme parciálńı derivaci funkce f podle xi v
bodě y ∈ Rd jako

∂f

∂xi
(y) = lim

h→0

f(y1, . . . , yi−1, yi + h, yi+1, . . . , yd)− f(y)

h
.

– Pro libovolné v, y ∈ Rd definujeme derivaci funkce f ve směru v v bodě y jako

∂vf(y) = Dvf(y) = lim
h→0

f(y + hv)− f(y)

h
.

– Lineárńı zobrazeńı dfy : Rd → R nazveme totálńım diferenciálem funkce f v
bodě y ∈ Rd, pokud plat́ı

lim
h→0

f(y + h)− f(y)− dfy(h)

∥h∥
= 0.

(ii) Pokud totálńı diferenciál funkce f v bodě x ∈ R existuje, pak pro každé h ∈ Rd

plat́ı

dfy(h) =

d∑
i=1

∂f

∂xi
(y)hi = ∇f(y) · h.

Důkaz: Volme h := ±tei, kde ei je i-tý vektor kanonické báze. Potom z existence
totálńıho diferenciálu a jeho linearity źıskáme

0 = lim
t→0+

f(x± tei)− f(x)− dfx(±tei)

∥ ± tei∥
= lim

t→0+

f(x± tei)− f(x)

t
∓ dfx(ei),

což dává dfx(ei) =
∂f
∂xi

(x) a z linearity dfx plyne zbytek.



NOFY152, 2024–2025 Teoretická část 17. června

(iii) Můžeme použ́ıt předchoźı výsledek a vid́ıme (předpokládáme, že všechny dife-
renciály existuj́ı), že stač́ı ověřit

a) ∂(f+g)
∂xi

= ∂f
∂xi

+ ∂g
∂xi

b) ∂(fg)
∂xi

= f ∂g
∂xi

+ g ∂f
∂xi

c) ∂
∂xi

(f/g) =
g ∂f

∂xi
− f ∂g

∂xi

g2

což se ukáže stejně jako v př́ıpadě funkce jedné proměné.

(iv) Pravdivost implikaćı

a) Plat́ı: Necht’ v ∈ Rd je libovolný nenulový. Z existence diferenciálu źıskáme

∂vf(x) = lim
t→0

f(x+ tv)− f(x)

t
= lim

t→0

f(x+ tv)− f(x)− dfx(tv)

t
+ dfx(v)

= ∥v∥ lim
t→0

f(x+ tv)− f(x)− dfx(tv)

∥tv||
+ dfx(v) = dfx(v).

b) Neplat́ı: Uvažujme funkci

f(x, y) =

{
x2y

x2+y2 , (x, y) ̸= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0)

Spočteme

∂vf(0) = lim
t→0

f(tv)− f(0)

t
= lim

t→0

(tv1)
2tv2

(tv1)2+(tv2)2

t
= f(v) =⇒ ∂x1

f(0) = ∂x2
f(0) = 0.

Směrová derivace tedy exituje a vid́ıme, že pokud existuje totálńı diferenciál
muśı platit d0(h) = 0. Pokud tedy totálńı diferenciál existuje, muśı platit

0 = lim
h→0

f(h)− f(0)− df0(h)

∥h∥
= lim

h→0

f(h)

∥h∥
= lim

h→0

h2
1h2

(h2
1 + h2

2)
3
2

Posledńı limita však neexituje. Pro h = (ε, 0) je výraz identicky nulový. Pro

výraz h = (ε, ε) je výraz roven 2−
3
2 .
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3.[8] Uvažujte Banach̊uv prostor X a funkcionál F : X → R.

1. Definujte následuj́ıćı pojmy:

• Gâteauxova derivace (diferenciál)

• Fréchetova derivace (diferenciál)

• Konvexńı funkcionál

• Lokálńı minimum funkcionálu

2. Uved’te a dokažte nutnou podmı́nku (Eulerovu), aby x0 ∈ X bylo lokálńım minimem
funkcionálu F .

3. Uved’te a dokažte postačuj́ıćı podmı́nku (druhá variace, Lagrangeova), aby x0 bylo
ostrým minimem funkcionálu F .

4. Uvažujte Banach̊uv prostor X := C([0, 1]) a funkcionál definovaný předpisem

F (y) :=

∞∑
n=1

(
y2(xn)− y(xn)

)
2−n, kde xn := 2−n.

(a) Zapǐste nutnou Eulerovu podmı́nku na existenci minima pro tento funkcionál.

(b) Zapǐste nutnou Lagrangeovu podmı́nku na existenci minima pro tento funk-
cionál.

(c) Bonusová otázka: Dokažte, že funkcionál F má nejednoznačný minimizér, uved’te
alespoň jeden a dokažte, že jakýkoliv minimizér splňuje y(0) = 1

2 .

Řešeńı:

1. Definice:

Gâteauxova derivace: Funkcionál F má v bodě x ∈ X Gâteauxovu derivaci ve směru
h ∈ X, pokud existuje limita

lim
ε→0

F (x+ εh)− F (x)

ε
=: δF (x;h).

Fréchetova derivace: Funkcionál F má Frechet̊uv diferenciál v bodě x, pokud existuje
lineárńı spojité zobrazeńı DF (x) : X → R takové, že

lim
h→0

F (x+ h)− F (x)−DF (x)(h)

∥h∥
= 0.

Konvexńı funkcionál: Funkcionál F je konvexńı, pokud pro každé x, y ∈ X a λ ∈ [0, 1]
plat́ı

F (λx+ (1− λ)y) ≤ λF (x) + (1− λ)F (y).

Lokálńı minimum: Bod x0 je lokálńım minimem funkcionálu F , pokud existuje δ > 0
takové, že

∥x− x0∥ < δ =⇒ F (x) ≥ F (x0).
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2. Nutná podmı́nka (Eulerova): Má-li F má v bodě x0 lokálńı minimum a je v
bodě x0 Gâteauxovski diferencovatený, potom

δF (x0;h) = 0 ∀h ∈ X

Důkaz: Z minima plyne, že funkce φ(t) = F (x0 + th) má lokálńı minimum v t = 0. A
tedy pokud existuje, pak φ′(0) = 0. Nicméně tato derivace existuje protože plat́ı

0 = φ′(0) = lim
t→0

φ(t)− φ(0)

t
= lim

t→0

F (x0 + th)− F (x0)

t
= δF (x0;h).

3. Postačuj́ıćı podmı́nka (Lagrangeova): Necht’ F je dvakrát spojitě Gâteauxovski
diferencovatený v okoĺı x0. Potom plat́ı:

DF (x0) = 0 a δ2F (x0;h, h) ≥ α∥h∥2, α > 0 =⇒ x0 je ostré lokálńı minimum

Důkaz: Protože je δ2F (x;h, h) spojitý na okoĺı bodu x0, pak existuje δ > 0 takové, že
δ2F (x;h, h) ≥ α

2 ∥h∥
2 pro každé x splňuj́ıćı ∥x− x0∥ ≤ δ a každé h ∈ X. Necht’ x ∈ X je

libovolný splňuj́ıćı 0 < ∥x− x0∥ ≤ δ. Potom definujme funkci φ(t) := F (x0 + t(x− x0))
a dostaneme, že existuje t0 ∈ (0, 1) takové, že

F (x)− F (x0) = φ(1)− φ(0) = φ′(0) +
1

2
φ′′(t0)

= δF (x0, h) +
1

2
δ2F (x0 + t0(x− x0); (x− x0), (x− x0)) ≥

α

2
∥x− x0∥2 > 0

a tedy x0 je bodem ostrého lokálńıho minima.

4. Funkcionál F : Protože uvažujeme prostor spojitých funkćı, v́ıme, že y je omezená na
[0, 1] a tedy |F (y)| ≤ (∥y∥2 + ∥y∥)

∑
2−n = ∥y∥2 + ∥y∥ je dobře definovaný funkcionál.

(a) Z definice spočteme δF (y;h) a nutná podmı́nka ř́ıká, že v bodě minima je nulový
pro každou h ∈ X. Uvažujme

0 = δF (y;h) = lim
t→0+

∞∑
n=1

2−n (y(xn) + th(xn))
2 − (y(xn) + th(xn))− y2(xn) + y(xn)

t

= lim
t→0+

∞∑
n=1

2−n 2ty(xn)h(xn) + t2h2(xn)− th(xn)

t

=

∞∑
n=1

2−n(2y(xn)− 1)h(xn).

(b) Obdobně spočteme δ2F (y;h, h) pomoćı φ′′(0) kde φ(y + th) a máme

δ2F (y;h, h) =

∞∑
n=1

2−n+1h2(xn) ≥ 0

Vid́ıme, že nutná podmı́nka je automaticky splněna.
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(c) Protože a2 − a ≥ − 1
4 , přičemž rovnost nastává pouze pro a = 1

2 . Vid́ıme, že
F (y) ≥ −1

4

∑
2−n = − 1

4 . Volbou např. y ≡ − 1
4 najdeme kýžený minimizér. Ten

neńı jednoznačný, např. stač́ı přič́ıst jakoukoliv funkci ỹ, která splňuje ỹ(x) = 0
pro x ∈ [0, 1

2 ]. Podmı́nku na limitu urč́ıme z podmı́nky na minimizér

0 = δF (y;h) =

∞∑
n=1

2−n(2y(xn)− 1)h(xn).

Pro libovolné n ∈ N voĺıme hn(x) := 0 pro x ∈ [0, 2−n − 2−n−2, 2−n + 2−n−2, 1] a
jinde libovolně. S touto volbou źıskáme

0 = δF (y;hn) = 2−n(2y(2−n)− 1)hn(2
−n).

a tedy protože můžeme volit h(2−n) = 1, muśı platit y(2−n) = 1
2 pro každé n ∈ N.

Protože y je spojitá, muśı platit

y(0) = lim
x→0

y(x) = lim
n→∞

y(2−n).


